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Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ðåäàêòèðîâàíèÿ ed(x, y) ìåæäó ñèìâîëüíûìè ñòðîêàìè x, y (ðàññòî-

ÿíèå Ëåâåíøòàéíà [1] � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âñòàâêè, çàìåíû è óäàëåíèÿ ñèìâî-

ëîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ x â y) ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ � îò ãåíåòèêè è âåá-ïîèñêà äî

ðàñïîçíàâàíèÿ ðå÷è. Ñîâðåìåííûå îáúåìû ñòðîêîâûõ äàííûõ è èõ ïðîäîëæàþùèéñÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíûé ðîñò [2] ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî êëàññè÷åñêèé O(n2)-àëãîðèòì [3, 4] âû÷èñëåíèÿ ýòîãî

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè äëèíû n ÷àñòî ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíèì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïî-

ðîäèëî íîâûå îáëàñòè èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûå ñ óñêîðåíèåì âû÷èñëåíèÿ èëè àïïðîêñèìàöèè

ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ [5], è èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé [6]

äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâà, ãäå óïðîùàåòñÿ âû÷èñëåíèå ñëîæíûõ èñõîäíûõ

ìåòðèê.

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê âëî-

æåíèÿ ìåòðèêè Ëåâåíøòàéíà â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî [7]. Cóùåñòâóþùèå ìåòîäû àïïðîêñèìà-

öèè ðàññòîÿíèÿ Ëåâåíøòàéíà è ïîèñêà ñõîäíûõ ñòðîê â áîëüøèõ ìàñèâàõ òðåáóþò óñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, ñíèæåíèÿ òðåáîâàíèÿ ê ðåñóðñàì,

ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ ýòîãî â ñòàòüå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä âëîæåíèÿ ñòðîê â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îñíîâàííûé

íà ïðèìåíåíèè íåéðîñåòåâûõ ðàñïðåäåëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé [8, 9]. Ìû ïðåäëàãàåì äåòåðìèíè-

ðîâàííûé (ðàçäåë 3) ìåòîä âëîæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ â ìàíõåòåííîâî ïðîñòðàíñòâî,

à òàêæå åãî ðàíäîìèçèðîâàííûå âåðñèè äëÿ ïîèñêà áëèæàéøåãî ñîñåäà (ðàçäåë 4).

1 Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü àëôàâèò ñèìâîëîâ Σ, à ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû n ∈ N, çàäàííûõ íàä Σ,

êàê Σn. Ñèìâîë, íàõîäÿùèéñÿ â ïîçèöèè i ñòðîêè x, áóäåì îáîçíà÷àòü x[i]. Ïîäñòðîêó x[i]x[i +

1] . . . x[j] ñòðîêè x áóäåì îáîçíà÷àòü x[i, j] è ïèñàòü x[i, j] ⊆ x, à äèàïàçîíû ïîçèöèé âèäà [i, j]



íàçîâåì èíòåðâàëàìè. Ïîäñòðîêè âèäà x[i, i + q − 1], q ∈ N íàçûâàþòñÿ q-ãðàììàìè, à ìíî-

æåñòâî âñåõ q-ãðàìì ñòðîêè � åå q-ñïåêòðîì. Äëèíó ñòðîêè x îáîçíà÷èì |x|. Äëÿ x ∈ Σn è

q ∈ N q-ãðàììíûì âåêòîðîì ñòðîêè áóäåì íàçûâàòü âåêòîð vn,q(x) ∈ (N ∪ {0})|Σ|, ãäå êàæ-

äîé q-ãðàììå σ ∈ Σq ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò âåêòîðà (vn,q(x))σ ∈ N ∪ {0}, ðàâíûé ÷èñëó ðàç,

êîòîðîå σ âñòðåòèëàñü â x: (vn,q(x))σ =
∑n−q+1

i=1 [x[i, i + q − 1] = σ]. Êîãäà ýòî íå âûçûâàåò íåîä-

íîçíà÷íîñòåé, áóäåì âìåñòî vn,q(x) ïèñàòü vq(x) èëè ïðîñòî v(x). Äëÿ ïàðû ñòðîê x, y ∈ Σn

q-ãðàììíûì ðàññòîÿíèåì dq(x, y), íàçûâàåòñÿ ìàíõåòòåíîâî ðàññòîÿíèå (l1-ðàññòîÿíèå) ìåæ-

äó ñîîòâåòñòâóþùèìè q-ãðàììíûìè âåêòîðàìè ||vq(x) − vq(y)||l1 =
∑

σ∈Σq |(vq(x))σ − (vq(y))σ|.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ, êîòîðûå òðàíñôîðìèðóþò ñòðîêó x â y, áóäåì

íàçûâàòü âîññòàíîâëåíèåì y ïî x.

Ãðàôîì äå Áðåéíà [10, 11] B(Σ; q) äëÿ àëôàâèòà Σ è ïàðàìåòðà q ≥ 3 íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåí-

íûé ãðàô G(V, E), ìíîæåñòâó âåðøèí V êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò âñå (q − 1)-ãðàììû, à ìíîæå-

ñòâó äóã E ⊂ V × V � âñå q-ãðàììû â äàííîì àëôàâèòå. Ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì è âåðøèíàì

q- è (q − 1)-ãðàììû íàçîâåì ìåòêàìè. Ïðè ýòîì äëÿ ñèìâîëîâ li ∈ Σ äóãà ñ ìåòêîé l1l2 . . . lq

ñîåäèíÿåò âåðøèíû ñ ìåòêàìè l1l2 . . . lq−1 è l2l3 . . . lq. Êàæäîé ñòðîêå x, |x| ≥ q ñîîòâåòñòâóåò

îïðåäåëåííûé ïóòü πx íà ãðàôå äå Áðåéíà, ñîñòîÿùèé èç äóã, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèõ

âåðøèíû, ìåòêè êîòîðûõ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíî âõîäÿùèå â ñòðîêó (q−1)-ãðàììû. Ïîäïóòåì π′
x

ïóòè πx áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã πx, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñòðîêå x′ ⊆ x

è îáîçíà÷àòü êàê π′
x ⊆ πx. Ïóòü πx, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïîäïóòåé π′

x è π′′
x áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

πx = π′
xπ

′′
x.

Äëÿ x, |x| ≥ q îáîçíà÷èì B[x; q] ïîäãðàô ãðàôà äå Áðåéíà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

âñå (q − 1)-ãðàììû ñòðîêè x (ýëåìåíòû (q − 1)-ñïåêòðà x), à äóãè ñîîòâåòñòâóþò åå q-ãðàììàì.

Îáîçíà÷èì ãðàô, ïîñòðîåííûé íà îáúåäèíåíèè (q−1)-ñïåêòðîâ äâóõ ñòðîê x, y ∈ Σw îäèíàêîâîé

äëèíû w, êàê B[x, y; q].

Ñòðîêà x, |x| ≥ w íàçûâàåòñÿ (q, w)-íåïîâòîðÿþùåéñÿ, åñëè â ëþáîì èíòåðâàëå èç w ñèìâîëîâ

âñå w − q + 1 øòóê q-ãðàìì ðàçëè÷íû. Ñòðîêó x ∈ Σw, ÿâëÿþùóþñÿ (q, w)-íåïîâòîðÿþùåéñÿ,
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áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî q-íåïîâòîðÿþùåéñÿ.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé I. îáå ñòðîêè x, y ∈ Σw ÿâëÿþòñÿ q-íåïîâòîðÿþùèìèñÿ è

Ñëó÷àé II. îíè èìè íå ÿâëÿþòñÿ.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé I. Åñëè x è y ñîäåðæàò îáùóþ q-ãðàììó l1 . . . lq, òî ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì ïóòè πx è πy íà B[x, y; q] áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç îäíó è òó æå äóãó, ñîåäèíÿþùóþ

âåðøèíû ñ ìåòêàìè l1 . . . lq−1 è l2 . . . lq. Ëåâîé (âèäà − <) è ïðàâîé (âèäà > −) òî÷êàìè âåòâ-

ëåíèÿ íàçîâåì âåðøèíû, ãäå ïóòè πx è πy, ñîîòâåòñòâåííî, ðàñõîäÿòñÿ ïîñëå îáùåé äóãè èëè

ñõîäÿòñÿ ïåðåä îáùåé äóãîé. Â ýòîì ñëó÷àå â B[x, y; q], x 6= y ìîæíî âûäåëèòü ñìåæíûå ó÷àñòêè

âèäà > − <,− <,> −, ò.å. ó÷àñòêè, ñîäåðæàùèå êàê ìèíèìóì îäíó îáùóþ äóãó îáîèõ ïóòåé

πx, πy, è îãðàíè÷åííûå ñ îäíîé èëè äâóõ ñòðîí òî÷êîé âåòâëåíèÿ.

Ââåäåì äëÿ ñëó÷àÿ I ïîíÿòèÿ (ïîëó)ïåòëè, (ïîëó)âèëêè è ñäâèãà. Äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ïó-

òåé ñîâîêóïíîñòü ëåâîé òî÷êè âåòâëåíèÿ, áëèæàéøåé ê íåé â ïîðÿäêå ïðîõîæäåíèÿ äóã ïðàâîé

òî÷êè âåòâëåíèÿ, è äóã ýòîãî ïóòè ìåæäó íèìè (âèäà < _ >) íàçîâåì ïîëóïåòëåé. Êàæäîé ïî-

ëóïåòëå ñîîòâåòñòâóåò òàêæå ïîëóïåòëÿ (âîçìîæíî, íóëåâîé äëèíû), ñîñòîÿùàÿ èç äóã âòîðîãî

ïóòè è ñîåäèíÿþùàÿ òå æå òî÷êè âåòâëåíèÿ (òîãäà âìåñòå ýòè ïîëóïåòëè èìåþò âèä <=>) èëè

æå, äëÿ êîíôèãóðàöèé âèäà > − <, åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ òî÷êè äâóõ òàêèõ ñìåæíûõ êîíôèãó-

ðàöèé ñîåäèíåíû ïîëóïåòëåé âèäà > − < _ > − <, òî ñîåäèíÿþùàÿ îñòàâøèåñÿ ïîñëåäíþþ

ëåâóþ è ñëåäóþùóþ çà íåé, ïåðâóþ, ïðàâóþ òî÷êè âåòâëåíèÿ. Òàêóþ ïàðó ñîîòâåòñòâóþùèõ

äðóã äðóãó ïîëóïåòåëü íàçîâåì ïåòëåé. Ïî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, êàê ìèíèìóì îäíà èç ïîëó-

ïåòåëü ïåòëè èìååò íåíóëåâîþ äëèíó.

Ãðàô B[x, y; q] íàçîâåì âèëêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îáùèé äëÿ πx, πy ïîäïóòü πc, w > |πc| >

0, ÷òî πx = π′
xπcπ

′′
x, à πy = π′

yπcπ
′′
y , ãäå äëÿ ëþáûõ äóã e ∈ π′

x ∪ π′′
x, e

′ ∈ π′
y ∪ π′′

y , âûïîëíÿåòñÿ

e 6= e′. Ïîñêîëüêó |x| = |y|, òî |π′
x| + |π′′

x| = |π′
y| + |π′′

y |. Ïîäïóòè π′
x, π

′′
x, π

′
yπ

′′
y ëåâîé èëè ïðàâîé

âèëîê, ñîñòàâëåíûå èç äóã îäíîé ñòðîêè, áóäåì íàçûâàòü ïîëóâèëêàìè. Ñäâèãîì íàçîâåì ãðàô,

ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãðàôà-âèëêè, ãäå ñóùåñòâóåò òàêîé îáùèé äëÿ πx è πy ïîäïóòü
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πc, w ≥ |πc| > 0, ÷òî πx = π′
xπc, à πy = πcπ

′
y, ãäå ∀e ∈ π′

x, e
′ ∈ π′

y, e 6= e′. Ïîäïóòè π′
x è π′

y

â ýòîì ñëó÷àå áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïîëóâèëêàìè. Åñëè B[x, y; q] ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì, òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì y è íàîáîðîò.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î çàâèñèìîñòè ÷èñëà îáùèõ äóã ïðè íàëè÷èè îïèñàí-

íûõ êîíôèãóðàöèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè B[x, y; q] ÿâëÿåòñÿ âèëêîé (ñäâèãîì), òî B[x, y; q+1] òàêæå ÿâëÿåòñÿ

âèëêîé (ñäâèãîì) ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì äóã â ïîëóâèëêàõ.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè B[x, y; q], x, y ∈ Σn ÿâëÿåòñÿ âèëêîé ñ äëèíîé îáùåé ÷àñòè |πc|, ïðè÷åì

ïðàâàÿ âèëêà ñîñòîèò èç 2 ïîëóâèëîê äëèíîé |π′
x| = s1 è |π′

y| = s2, à ëåâàÿ � äëèíîé |π′′
x| = s3 è

|π′′
y | = s4, òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ x â y äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü íå áîëåå min(s1, s2)+min(s3, s4)

îïåðàöèé çàìåíû è |s2 − s1| + |s3 − s4| îïåðàöèé âñòàâêè èëè óäàëåíèÿ. Òàê êàê s3 = n − |πc| −

s1, s4 = n − |πc| − s2, òî ñóììàðíî ed(x, y) ≤ max(s1, s2) + max(s3, s4). Çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ

îöåíêà òàêæå ñïðàâåäëèâà äëÿ x, y, ãðàô êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ âèëêîé, íî πx è πy èìåþò

íåêîòîðóþ îáùóþ ÷àñòü πc, à π′
x è π′

y (èëè π′′
x è π′′

y) ìîãóò ÷àñòè÷íî ñîâïàäàòü.

Ñëó÷àé II. Êîãäà ñòðîêè íå ÿâëÿþòñÿ (q, w)-íåïîâòîðÿþùèìèñÿ, ó îäíîé èëè îáåèõ ïîäñòðîê

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîäïóòü π′
x ⊆ πx (π′

y ⊆ πy) íà ãðàôå B[x; q] (B[y; q]), ñîîòâåòñòâóþùèé

ïîäñòðîêå x′ ⊆ x (y′ ⊆ y), èìåþùèé ñàìîïåðåñå÷åíèå è ïîòîìó ÿâëÿþùèéñÿ öèêëîì. Òàêîé

öèêë èìååò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó, âñòðå÷àþùóþñÿ áîëåå îäíîãî ðàçà è, ïîýòîìó, êàê ìèíèìóì

îäíó ïîâòîðÿþùóþñÿ (q − 1)-ãðàììó. Çàìåòèì, ÷òî îäèí è òîò æå öèêë ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü

ðàçíûì ïîäñòðîêàì x′ (y′) � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íà÷àòü ïðîõîæäåíèå öèêëà ñ äðóãîé âåðøèíû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì q íà ãðàôå B[x; q], ãäå x � (q, w)-

íåïîâòîðÿþùàÿñÿ ñòðîêà, èìååòñÿ íå áîëåå, ÷åì îäèí öèêë.

Ëåììà 1. Äëÿ x ∈ Σw ïðè q > 2w/3 , åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòðîêà x′ ⊆ x, òàêàÿ, ÷òî πx′

îáðàçóåò öèêë C íà B[x; q], òî îäèíàêîâûå äóãè âíå öèêëà C îòñóòñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = |x′| è ïîäñòðîêè x′′ = x[i, i + q − 2], x′′′ = x[j, j + q − 2], i < j

ÿâëÿþòñÿ ïàðîé ìàêñèìàëüíî óäàëåííûõ ñðåäè ñîâïàäàþùèõ (q − 1)-ãðàìì â πx′ . Ïîñêîëüêó
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q > 2w/3, òî ýòè (q− 1)-ãðàììû ïåðåñåêàþòñÿ â êàê ìèíèìóì 2⌈2w/3⌉−w ñèìâîëàõ è ñèìâîëû

ïîäñòðîêè x[i, j − 1] áóäóò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ ïîäðÿä â x′: åñëè îáîçíà÷èòü ñèìâîëû

ïîäñòðîêè x[i, j − 1] êàê b1b2 . . . bB, òî x′[k] = b((k−1) mod B)+1, k = 1, . . . , f .

Äîïóñòèì, ñîâïàëè äâå (q − 1)-ãðàììû x[i′, i′ + q − 2] = x[j′, j′ + q − 2], j′ > i′ > j, ò.å. (q − 1)-

ãðàììû, âûõîäÿùèå ñâîèì ïðàâûì êîíöîì çà ïðàâóþ ãðàíèöó x′′′. Ïîñêîëüêó q > 2w/3, òî ýòè

q-ãðàììû ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò îáùèé ñ x′′, x′′′ ó÷àñòîê, ñîäåðæàùèé êàê ìèíèìóì îäíî âõî-

æäåíèå âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ b1, . . . , bB. À ïîñêîëüêó äëÿ ïîäñòðîêè x[i′, j′ + q− 2]

ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðî ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð (ñî ñâîåé ïîâòîðÿþùåéñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ), òî πx[i,j+q−2] è πx[i′,j′+q−2] ïðîõîäÿò òå æå äóãè, ÷òî è öèêë C. Àíàëîãè÷íî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ (q − 1)-ãðàìì äî x′′.

Ëåììà 2. Äëÿ x, y ∈ Σw ïðè q > 2w/3 , åñëè ïåðâàÿ (ïîñëåäíÿÿ) âåðøèíà ïîäïóòåé πx′ ⊆

πx, πy′ ⊆ πy, îáðàçóþùèõ îáùèé öèêë C, íå ñîâïàäàþò, òî îáùèõ äóã ó πx è πy ïåðåä (ïîñëå)

ýòèìè âåðøèíàìè íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîäïóòè πx′ , πy′ , ñîñòîÿùèå èç äóã öèêëà C, îêàí-

÷èâàþòñÿ â ðàçíûõ âåðøèíàõ öèêëà. Ïóñòü x[i, i + q − 1] è y[j, j + q − 1] � q-ãðàììû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîñëåäíèì äóãàì óêàçàííûõ ïîäïóòåé â öèêëå C. Äîïóñòèì äëÿ i′ > i, j′ > j ñîâïàëè

äâå q-ãðàììû x̃ = x[i′, i′ + q − 1] = y[j′, j′ + q − 1] = ỹ. Òàê êàê q > 2w/3, òî îíè ñîäåðæàò õîòÿ

áû îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ b1, . . . , bB, îïèñàíóþ â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 1.

Ïóñòü ïîçèöèè ïðàâûõ êîíöîâ x[i, i+q−1] è y[j, j +q−1] âíóòðè, ñîîòâåòñòâåííî, x̃ è ỹ ðàâíû

i′′, j′′. Ïîñêîëüêó ïîäïóòè çàêàí÷èâàþòñÿ â ðàçíûõ âåðøèíàõ, à x̃ = ỹ, òî i′′ 6= j′′.

Äîïóñòèì, i′′ < j′′. Èç x̃ = ỹ ñëåäóåò, ÷òî x̃[i′′ + 1, j′′] = ỹ[i′′ + 1, j′′], ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó,

÷òî x[i + q, i + q − 1 + (j′′ − i′′)] = y[j + q − (j′′ − i′′), j + q − 1]. Ïîñêîëüêó è y′, è x′ ñîñòàâëåíû

èç ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ b1, . . . , bB, òî ïîëó÷àåì, ÷òî,

âî-ïåðâûõ, x′ çàêàí÷èâàåòñÿ íå q-ãðàììîé x[i, i + q − 1], à x[i + (j′′ − i′′), i + q − 1 + (j′′ − i′′)],

è, âî-âòîðûõ, x′ è y′ çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

ëåììû.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ ïóòåé íà ãðàôàõ ñ öèêëàìè ïðè

èçìåíåíèè q.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè äëÿ x ∈ Σw ñóùåñòâóåò öèêë íà B[x; q], q > 2w/3 òàêîé, ÷òî â íåì

ïðèñóòñòâóþò ïîâòîðÿþùèåñÿ äóãè, òî ñ êàæäûì óâåëè÷åíèåì q íà åäèíèöó äëèíà ó÷àñòêà

ïóòè ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè, ïðîõîäÿùåãî áîëåå îäíîãî ðàçà ïî îäíèì è òåì æå äóãàì,

ñîêðàùàåòñÿ. Ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ äóã â öèêëå íå èçìåíÿåòñÿ. Åñëè ïî-

âòîðÿþùèõñÿ äóã â öèêëå íåò (ò.å. êàæäàÿ äóãà öèêëà ïðèñóòñòâóåò â πx ðîâíî îäèí ðàç),

òî ïðè ñëåäóþùåì óâåëè÷åíèè q íà åäèíèöó öèêë ïðîïàäàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 1 öèêë åäèíñòâåííûé. Óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü, ïðîñëåäèâ

íà ãðàôå B[x; q] ñ îäíèì öèêëîì èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äóã â öèêëå è âíå åãî ïðè ïîñëåäîâà-

òåëüíîì óâåëè÷åíèè q.

2 Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû íà ðàññòîÿíèå ðåäàêòèðîâà-

íèÿ

Áóäåì èñêàòü òàêîå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè x è y è ïîðîã íà åãî çíà÷åíèå,

÷òîáû äëÿ ðàññòîÿíèé ìåíüøå ýòîãî ïîðîãà (è ïðè âûïîëíåíèè íå çàâèñÿùèõ îò ñòðîê óñëî-

âèé íà îïðåäåëåííûå âåëè÷èíû) ãðàô B[x, y; q] äëÿ ñëó÷àÿ I ñîäåðæàë áû ñäâèã èëè âèëêó, è

íå ñîäåðæàë áû ïîëóïåòåëü. Ýòî ïîçâîëèëî áû âîññòàíîâèòü ñòðîêè çà íåáîëüøîå ÷èñëî îïå-

ðàöèé (÷åì ìåíüøå, òåì òî÷íåå áóäåò àïïðîêñèìàöèÿ ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ), èñïîëüçóÿ

Óòâåðæäåíèå 2. Íå âñÿêîå ðàññòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì òðåáîâàíèÿì: íàïðèìåð, ïðè èñïîëü-

çîâàíèè îáû÷íîãî q-ãðàììíîãî ðàññòîÿíèÿ (l1-ðàññòîÿíèå ìåæäó q-ãðàìíûìè âåêòîðàìè è ïðè

ôèêñèðîâàííîì q äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ q ñóùåñòâóþò ñòðîêè x, y, ãäå íà ãðàôå

B[x, y; q] èìååòñÿ ïåòëÿ, è íàéòè èñêîìûé ïîðîã íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Â ñëó÷àå I (q, w)-íåïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîê äëÿ ïîëóïåòåëü è âèëîê îòëè÷àþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè

÷èñëà ðàçëè÷íûõ q-ãðàìì ïðè óâåëè÷åíèè q. ×òîáû ðàçëè÷àòü ïîëóïåòëè è âèëêè íà ýòîì îñíî-
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âàíèè, ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ðàññòîÿíèå, îñíîâàííîå íà îáû÷íîì q-ãðàììíîì

ðàññòîÿíèè

dΣ
w,q1,q2

(x, y) =

q2
∑

q=q1

dq(x, y), (1)

îïðåäåëåííîå äëÿ ñòðîê îäèíàêîâîé äëèíû w è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé äëèíû q-ãðàìì q1, q2.

Ïîêàæåì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü íàëè÷èå âèëêè èëè ñäâèãà, ò.å. âîçìîæíîñòü

âîññòàíîâëåíèÿ ïàðû ñòðîê çà íåáîëüøîå ÷èñëî îïåðàöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ñëó÷àé II íàëè÷èÿ

ïîâòîðîâ q-ãðàìì ïîòðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ (Ëåììà 4).

Îáîçíà÷èì ∆q = q2 − q1, Q = (∆q + 1)(∆q + 2). Áóäåì íàçûâàòü ïàðó ñòðîê x, y ïëîõîé, åñëè

íåðàâåíñòâî dΣ
w,q1,q2

(x, y) < Q íå âûïîëíÿåòñÿ, è õîðîøåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ õîðîøåé ïàðû ñòðîê x, y ãðàô B[x, y; q2] ÿâëÿåòñÿ âèëêîé (èëè ñäâèãîì).

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé q1, q2 (q2 >

q1) è w ñòðîêè x, y ÿâëÿþòñÿ (q1, w)-íåïîâòîðÿþùèìèñÿ è íàéäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ïåòëè íà ãðàôå B[x, y; q2] (ïðè ýòîì ïàðà x, y áóäåò ïëîõîé). Òîãäà íåâûïîëíåíèå

ýòèõ óñëîâèé áóäåò äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ ñäâèãà èëè âèëêè ïðè îòñóòñòâèè îáùèõ

öèêëîâ.

Ëåììà 3. Ïóñòü x, y ∈ Σw (q1, w)-íåïîâòîðÿþùèåñÿ, è w ≥ q2 > q1 ≥ 3, ∆q ≤ ⌊w−q1+1
2

⌋,

Q ≤ 4(w − q2 + 1), (2)

dΣ
w,q1,q2

(x, y) < Q, (3)

òîãäà ed(x, y) < 2(∆q + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ïîëóïåòëè â ãðàôå B[x, y; q], èìåþùåé êàê ìèíèìóì ïî îäíîé

îáùåé äóãå ëåâåå è ïðàâåå, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîé è ïðàâîé òî÷åê âåòâëåíèÿ, óâåëè÷åíèå q íà

åäèíèöó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ íà åäèíèöó êîëè÷åñòâà äóã â êàæäîé èç ïîëóïåòåëü, ó÷àñò-

âóþùèõ â ôîðìèðîâàíèè ïåòëè îò êàæäîé ñòðîêè, ïî ñðàâíåíèþ ñ B[x, y; q]. Ïîñêîëüêó, ïî

îïðåäåëåíèþ ïîëóïåòåëü, â B[x, y; q] äóãè îäíîé ïîëóïåòëè íå ñîâïàäàþò ñ äóãàìè èç ñîîòâåò-

ñòâóþùåé åé ïîëóïåòëè äðóãîé ñòðîêè, òî ñîâïàäåíèé äóã ïåòëè â B[x, y; q + 1] òåì áîëåå íå
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áóäåò, ò.ê. ìåòêè äóã â B[x, y; q +1] ñîäåðæàò ìåòêè äóã B[x, y; q] êàê ïîäñòðîêè: x[i, i+ q− 1] →

x[i, i + q] = x[i, i + q − 1]x[i + q]. Ïîýòîìó äëÿ ñòðîê x, y, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó ïåòëþ,

îêðóæåííóþ îáùèìè äóãàìè, âûïîëíÿåòñÿ dq+1(x, y) ≥ dq(x, y) + 2. Åñëè æå B[x, y; q] ÿâëÿåò-

ñÿ âèëêîé, òî ïî Óòâåðæäåíèþ 1 ïðè óâåëè÷åíèè q íà åäèíèöó îíè ñîõðàíÿòñÿ è dq(x, y) íå

èçìåíèòñÿ. Îáùåå ÷èñëî äóã ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.

Ïîñêîëüêó ïðè çíà÷åíèè ∆q áîëüøåì, ÷åì ïîëîâèíà êîëè÷åñòâà èìåþùèõñÿ â ãðàôå B[x, y; q1]

äóã, íè îäíà ïîëóïåòëÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ, äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëóïåòåëü íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå ∆q ≤ ⌊(w − q1 + 1)/2⌋.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìèíèìàëüíîå q-ãðàììíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñòðîêàìè ðàâíî 2,

è ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ òî÷êè âåòâëåíèÿ ïåòëè íå ñòàíîâÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåð-

âîé èëè ïîñëåäíåé âåðøèíîé ïóòåé â B[x, y; q], ïðè q < q2 (÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (2)),

ïîëó÷àåì

dΣ
w,q1,q2

(x, y) ≥
q2
∑

q=q1

(dw,q1(x, y) + 2(q − q1)) ≥ 2(q2 − q1 + 1) + (q2 − q1)(q2 − q1 + 1)

=(∆q + 1)(∆q + 2) = Q. (4)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè dΣ
w,q1,q2

(x, y) < Q íå âîçíèêàåò êîíôèãó-

ðàöèÿ âèäà = (îòñóòñòâèå ñîâïàäàþùèõ âåðøèí â ïóòÿõ πy è πx) âìåñòî êîíôèãóðàöèé ñäâèãà

èëè âèëêè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå |πc| ≥ 1, ñîäåðæàùååñÿ â îïðåäåëåíèè âèëêè è ñäâè-

ãà, ò.å. íàëè÷èå êàê ìèíèìóì îäíîé îáùåé äóãè äëÿ q = q2 − 1: dq2−1(x, y) ≤ 2(w − (q2 − 1) +

1) − 2 = 2(w − q2 + 1). Åñëè æå dq2−1(x, y) > 2(w − q2 + 1) (ò.å. íåò íè îäíîé îáùåé äóãè â

B[x, y; q2 − 1]), òî dΣ
w,q1,q2

(x, y) =
∑q2−1

q=q1
dq(x, y) + dw,q2(x, y) > 4(w − q2 + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

dΣ
w,q1,q2

(x, y) ≤ 4(w − q2 + 1), òî dq2−1(x, y) ≤ 2(w − q2 + 1) è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îáùàÿ

âåðøèíà ïðè q = q2.

Òàêèì îáðàçîì, èç íàëè÷èÿ ïåòåëü íà B[x, y; q] äëÿ q = q1, . . . , q2 ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò

dΣ
w,q1,q2

(x, y) ≥ Q. Íî òàê êàê ïî óñëîâèþ (3) dΣ
w,q1,q2

(x, y) < Q, òî ñëåäîâàòåëüíî, ïåòåëü íà

B[x, y; q2] áûòü íå ìîæåò, ò.å. B[x, y; q2] ÿâëÿåòñÿ âèëêîé (ñäâèãîì) ëèáî ïóòè íà B[x, y; q2] èìå-

þò êîíôèãóðàöèþ âèäà =. Ïîñëåäíåå óñòðàíÿåòñÿ óñëîâèåì (2), êàê ïîêàçàíî âûøå. Îñòàåòñÿ
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åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � B[x, y; q2] ÿâëÿåòñÿ âèëêîé (ñäâèãîì).

Ïî Óòâåðæäåíèþ 2 äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âèëêè ïðè ôèêñèðîâàííîì q íåîáõîäèìî çàòðàòèòü íå

áîëåå max(s1, s2)+max(s3, s4) ≤ s1 +s2 +s3 +s4 = dq(x, y) îïåðàöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó

çàðàíåå íå èçâåñòíî, ïðè êàêîì çíà÷åíèè q = q1, . . . , q2 îáðàçîâàëàñü âèëêà, òî ìîæíî ëèøü

óòâåðæäàòü, ÷òî ed(x, y) ≤ dq2(x, y). Äàëåå, ïðè q2 ïåòëè íå ìîæåò áûòü, ò.ê. dΣ
w,q1,q2

(x, y) < Q.

Ïîýòîìó îáîçíà÷èì êàê q∗, q1 ≤ q∗ < q2 ïîñëåäíåå çíà÷åíèå q, ïðè êîòîðîì åùå èìååòñÿ ïåòëÿ.

Òîãäà dΣ
w,q1,q∗(x, y) ≥ (q∗−q1 +1)(q∗−q1 +2) è Q > dΣ

w,q1,q2
(x, y) = dΣ

w,q1,q∗(x, y)+(q2−q∗)dq∗(x, y) ≥

(q∗ − q1 + 1)(q∗ − q1 + 2) + (q2 − q∗)dq2(x, y), ò.å.

ed(x, y) ≤ dq2(x, y) <
(Q − (q∗ − q1 + 1)(q∗ − q1 + 2))

q2 − q∗
= q2 + q∗ − 2q1 + 3 ≤ 2(∆q + 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé II íàëè÷èÿ ïîâòîðîâ q-ãðàìì. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò çàâèñè-

ìîñòü êîëè÷åñòâà îáùèõ äóã íà B[x, y; q] ó äâóõ ïóòåé πx è πy îò q, òî îòìåòèì, ÷òî îò ñëó÷àÿ I

áóäóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî òå ñèòóàöèè íàëè÷èÿ öèêëîâ, ãäå ñîâïàäåíèÿ äóã îäíîãî ïóòè ñ äóãàìè

äðóãîãî èìåþòñÿ äëÿ äóã, êîòîðûå â õîòÿ áû îäíîì öèêëå âñòðå÷àþòñÿ áîëüøå îäíîãî ðàçà è ãäå

ñïåöèôèöèðîâàííîå â Óòâåðæåíèè 3 óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà äóã íå êîìïåíñèðóåò óâåëè÷åíèå

dq(x, y).

Îãðàíè÷èìñÿ ïîýòîìó ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà öèêë, ñîäåðæàùèéñÿ â ïóòè πx è öèêë,

ñîäåðæàùèéñÿ â πy, îäèíàêîâû ïðè q = q1, íî ìîãóò îòëè÷àòüñÿ êàê äëèíû ïîäïóòåé πx′ ⊆ πx è

πy′ ⊆ πy, ïðèíàäëåæàùèõ öèêëó, òàê è âåðøèíû âõîäà è âûõîäà èç íåãî.

Ëåììà 4. Ïóñòü ïðè q1 > 2w/3 äëÿ ñòðîê x, y ∈ Σw ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäñòðîêè x′ ⊆ x, y′ ⊆

y, x′ 6= y′, ÷òî íà ãðàôå B[x, y; q] ïóòè πx′ è πy′ ñîñòîÿò èç äóã, ïðèíàäëåæàùèõ îáùåìó öèêëó

C. Ïóñòü òàêæå dΣ
w,q1,q2

(x, y) ≤ Q.Òîãäà ed(x, y) < 2(∆q + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ed(x, y) ≥ 2(∆q + 1). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå dΣ
w,q1,q2

(x, y) > Q. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå dΣ
w,q1,q2

(x, y) ïðè

çàäàííûõ óñëîâèÿõ ëåììû. Ïîñêîëüêó õàðàêòåð èçìåíåíèÿ dq(x, y) ïðè íàëè÷èè öèêëîâ ìî-

æåò áûòü âåñüìà ñëîæíûì è ðàçíîîáðàçíûì, à ïîëó÷åíèå ýòîé çàâèñèìîñòè â çàìêíóòîì âèäå
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ãðîìîçäêî, äëÿ âûÿñíåíèÿ ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ìè-

íèìóì dΣ
w,q1,q2

(x, y), âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè êà÷åñòâåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè, îñíîâàííûìè

íà ñðàâíåíèè çàâèñèìîñòåé çíà÷åíèé dq(x, y) îò õàðàêòåðà ïðîõîæäåíèÿ öèêëà îáîèìè ïóòÿìè

πx, πy.

Ïóñòü ìåíüøåå ÷èñëî äóã öèêëà C ìåæäó âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûì âåðøè-

íàì (ïåðâûì (q1 − 1)-ãðàììàì) ïóòåé πx′ ⊆ πx è πy′ ⊆ πy, ðàâíî s. Ïóñòü äëèíà ïîäïóòè πx′ ,

ïðèíàäëåæàùåãî öèêëó C, åñòü Lx, è, àíàëîãè÷íî, Ly � äëèíà ïîäïóòè πy′ , ïðèíàäëåæàùåãî

öèêëó C.

Ïîâåäåíèå dq(x
′, y′) â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îäíîãî öèêëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàííûìè ïà-

ðàìåòðàìè s, L, Lx, Ly, ïîêà Lx > L, Ly > L, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü dΣ
w,q1,q2

(x′, y′) êàê

ôóíêöèþ îò s, L, Lx, Ly. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû q-ãðàììû dq(x
′, y′) èçìåíÿåòñÿ âäîëü ëèíèé

ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû |Lx − Ly| c óìåíüøåíèåì Lx è Ly íà åäèíèöó. Åñëè Lx < L è

Ly < L, òî öèêëû â îáîèõ ãðàôàõ B[x; q] è B[y; q] ïðîïàäàþò, è äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå dq(x
′, y′)

ïðè óâåëè÷åíèè q îïèñûâàåòñÿ Ëåììîé 3.

Ïî Ëåììå 2 ñîâïàäåíèÿ äóã ðàçíûõ ïóòåé âíå öèêëà âîçìîæíû, åñëè ñîâïàäàþò ïåðâûå èëè

ïîñëåäíèå âåðøèíû ïóòåé πx′ è πy′ . Âêëàä â dq(x, y) äóã ïóòåé âíå öèêëà áóäåò íå ìåíüøå

|Lx − Ly| ïðè Lx ≥ L, Ly ≥ L (÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïðè s = 0 èëè ñîâïàäåíèè ïîñëåäíèõ âåðøèí πx′

è πy′). Ïîýòîìó dq(x, y) ≥ dq(x
′, y′) + |Lx − Ly|.

Ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî ñóììà âäîëü òàêîé ëèíèè ðÿäà èäóùèõ ïîäðÿä çíà÷åíèé dq(x
′, y′) äëÿ

s > 0 áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì äëÿ s = 0 äëÿ ýòîãî æå çíà÷åíèÿ |Lx − Ly| â òîì æå äèàïàçîíå ñóììè-

ðîâàíèÿ q1, . . . , q2. Òîãäà, åñëè (s′, L′
x, L

′
y) = arg mins,Lx,Ly

dΣ
w,q1,q2

(s, Lx, Ly), òî dΣ
w,q1,q2

(s′, L′
x, L

′
y) ≥

dΣ
w,q1,q2

(0, L′
x, L

′
y).

Ðàññìîòðèì ïîýòîìó òîëüêî ñèòóàöèþ s = 0, êîãäà ïåðâûå âåðøèíû ïîäïóòåé πx′ è πy′ ñîâïà-

äàþò. Òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ïðè ýòîì òàêæå |Lx − Ly| = 0, ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ò.ê.

îí ñâîäèòñÿ ê îòñóòñòâèþ öèêëà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî Ëåììû 2 äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîíôèãóðàöèé ìîæíî ïðèìåíèòü
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Óòâåðæäåíèå 2, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ |Lx − Ly| = max(s1, s2) = max(s3, s4) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

|Lx − Ly| ≥ ∆q+1. Èíà÷å ïîëó÷èì ed(x, y) ≤ max(s1, s2)+max(s3, s4) < 2(∆q+1), ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò ïðåäïîëîæåíèþ â íà÷àëå äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà. Îòñþäà dΣ
q1,q2,w(x, y) ≥

∑q2

q=q1
2|Lx − Ly| >

2(∆q + 1)2 > (∆q + 1)(∆q + 2) = Q.

Îáúåäèíèì Ëåììó 4 ñ Ëåììîé 3 è ñôîðìóëèðóåì Ëåììó 5.

Ëåììà 5. Ïóñòü x, y ∈ Σw, w ≥ 6, w ≥ q2 > q1 ≥ 2w/3 è ∆q ≤ ⌊(w−q1+1)/2⌋,Q ≤ 4(w−q2+1),

Q > dΣ
w,q1,q2

(x, y),òîãäà ed(x, y) < 2(∆q + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ∆q ≤ ⌊(w − q1 + 1)/2⌋ è q1 ≥ 2w/3, ñëåäóåò ∆q ≤ w/6, ïîýòîìó çíà-

÷åíèÿ ∆q ìîãóò áûòü áîëüøå èëè ðàâíûìè åäèíèöå ïðè w ≥ 6. Ïðèìåíÿåì â ñëó÷àå (q1, w)-

íåïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîê x, y Ëåììó 3, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � Ëåììó 4.

Ââåäåì ïîíÿòèå õîðîøåãî è ïëîõîãî èíòåðâàëà àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ õîðîøåé èëè ïëîõîé

ïàðû ñòðîê. Õîðîøèì èíòåðâàëîì íàçîâåì òàêîé èíòåðâàë âèäà [i, j], ÷òî äëÿ ïàðû îãðàíè÷è-

âàåìûõ èì â x è y ñòðîê x[i, j] è y[i, j] âûïîëíÿåòñÿ dΣ
w,q1,q2

(x[i, j], y[i, j]) < Q (âûðàæåíèå (3)

ïðè óñëîâèÿõ Ëåììû 5).

Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåðâàë âèäà [it′ + 1, it′ + w], ãäå i � íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç îïðåäåëåííîãî

äèàïàçîíà, ò.å. èíòåðâàëû âçÿòûå ñ øàãîì t′. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò, ÷òî ìû ìîæåì ¾ïàêåò-

íî¿ âîññòàíîâèòü ñòðîêè, ñîäåðæàùèå ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèå õîðîøèå èíòåðâàëû, äëÿ t′ < t,

ãäå t = w − ∆q + 1.

Ëåììà 6. Ïóñòü x, y ∈ Σm, t′ ∈ N äåëèò (m−w) è t′ < t. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 5,

åñëè äëÿ âñåõ i = 0, . . . , m−w
t′

âûïîëíÿåòñÿ dΣ
w,q1,q2

(x[it′ + 1, it′ + w], y[it′ + 1, it′ + w]) < Q, òî

ed(x, y) < 2(∆q + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ñîâïàäàþùèõ q1-ãðàìì äëÿ êàæäîé

ïàðû óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëåììû 5 ñòðîê x′ = x[it′ + 1, it′ + w] è y′ = y[it′ + 1, it′ + w]

ïóòè πx′ è πy′ íà B[x, y; q2] îáðàçóþò âèëêó èëè ñäâèã ñ îáùèì ó÷àñòêîì ïóòè, ñîñòîÿùèì êàê

ìèíèìóì èç w − q2 + 1− 2∆q äóã è ed(x′, y′) < 2(∆q + 1). Åñëè íà èíòåðâàëå [it′ + 1, it′ + w − 1]
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èìåþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ q1-ãðàììû â πx′ è/èëè â πy′ , òî èç Ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî x[it′ + 1, it′ +

w], y[it′ + 1, it′ + w] ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêæå êàê ñäâèã èëè âèëêó (ó ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïóòåé åñòü îáùèé öåíòðàëüíûé ó÷àñòîê äóã äëèíîé êàê ìèíèìóì w − q2 + 1 − 2∆q, ðàçëè÷íûå

äóãè ìîãóò áûòü òîëüêî ïî êðàÿì èíòåðâàëà) è ÷òî òàêæå ed(x′, y′) < 2(∆q + 1).

Ðàññìîòðèì äâà ñîñåäíèõ èíòåðâàëà [it′ + 1, it′ + w] è [(i + 1)t′, (i + 1)t′ + w]. Ïîñêîëüêó t′ ≤

t − 1 = w − ∆q, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì ∆q ñèìâîëàìè, ÷òî ðàâíî ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîìó ðàçìåðó ïîëóâèëêè ó ïîäïóòåé, îãðàíè÷åííûõ õîðîøèìè èíòåðâàëàìè øèðèíîé

w.

Ïðàâàÿ âèëêà (ñäâèã) íà ãðàôå B[x[it′ +1, it′ +w], y[it′ +1, it′ +w]; q2] è ëåâàÿ âèëêà (ñäâèã) íà

B[x[(i + 1)t′, (i + 1)t′ + w], y[(i + 1)t′, (i + 1)t′ + w]; q2], ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñå÷åíèþ èíòåðâàëîâ,

ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå äóã. Ïîýòîìó âàðèàíò, êîãäà óêàçàííûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ âèëêàìè

ñ íåïóñòûìè ïîëóâèëêàìè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîé è ëåâîé âèëîê, èëè ñäâèãàìè íà ðàçíóþ

âåëè÷èíó èëè â ðàçíóþ ñòîðîíó, èñêëþ÷àåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðâàë [it′+1, (i+1)t′+w] âåñü

ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì èëè âèëêîé, ïðè÷åì ðàçìåð ñäâèãà èëè ïîëóâèëîê òàêæå îãðàíè÷åí ñâåðõó

∆q, êàê è ó èñõîäíûõ èíòåðâàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ed(x[it′+1, (i+1)t′+w], y[it′+1, (i+1)t′+w]) ≤

2(∆q + 1).

Ðàñïîñòðàíÿÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ íà îñòàëüíûå èíòåðâàëû, ïîëó÷èì, ÷òî ed(x[1, m], y[1, m]) <

2(∆q + 1).

Ñëåäñòâèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïðè t′ = 1) èç ñìåæíûõ ïëîõèõ èíòåðâàëîâ, îêðóæåííàÿ

íå ìåíåå, ÷åì îäíèì õîðîøèì èíòåðâàëîì ñ êàæäîé ñòîðîíû, ñîñòîèò èç, êàê ìèíèìóì, t

èíòåðâàëîâ.
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3 Äåòåðìèíèðîâàííûé ìåòîä âëîæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðåäàê-

òèðîâàíèÿ â l1

Â ïðåäëàãàåìîì äåòåðìèíèðîâàííîì ìåòîäå âëîæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ, âõîäíàÿ

ñòðîêà x ∈ Σn ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ â âåêòîð v(x) êîíêàòåíàöèåé âñåõ q-ãðàììíûõ âåêòîðîâ

vi,w,q = vw,q(x[i, i+w− 1]), äëÿ q = q1, . . . , q2 è i = 1, . . . , n−w +1. Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

âåêòîðàìè ïðèíèìàåòñÿ ìàíõåòåííîâî (l1) ðàññòîÿíèå. Â ýòîì ðàçäåëå íà îñíîâàíèè óòâåðæäå-

íèé, ïîëó÷åííûõ â ðàçäåëå 1, ìû ïîëó÷èì âðåìåííûå, ðåñóðñíûå è òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè

òàêîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî âëîæåíèÿ.

Äëÿ ñòðîê x, y ∈ Σn îïðåäåëèì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî â (1) ðàññòîÿíèÿ dΣ
w,q1,q2

, ðàññòî-

ÿíèå

D(x, y) =

∑n−w+1
i=1 dΣ

w,q1,q2
(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1])

(n − w + 1)(∆q + 1)
, (5)

è ñ èñïîëüçîâàíèåì äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå óòâåðæäåíèé ïîêàæåì, íàñêîëüêî õî-

ðîøî àïïðîêñèìèðóåò ðàññòîÿíèå ðåäàêòèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä âëîæåíèÿ.

Áóäåì èñêàòü îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà êîëè÷åñòâî ïëîõèõ èíòåðâàëîâ ïðè ed(x, y) > k2, ãäå k2 �

íåêîòîðûé ïàðàìåòð ìåòîäà. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ïëîõèõ èíòåðâàëîâ ôèêñèðîâàíî, îáîçíà÷èì åãî

N . Íàéäåì ñíà÷àëà îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ñòîèìîñòü ðåäàêòèðîâàíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàñ-

ïîëîæåíèÿì N èíòåðâàëîâ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåäàêòèðîâàíèÿ (âîññòàíîâëåíèÿ)

ñòðîê.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèòü îò èíòåðâàëà ê èíòåðâàëó, ñìåùàÿñü íà îäèí ñèìâîë. Äî-

ïóñòèì, ìû âîññòàíîâèëè ñòðîêó äî ïîçèöèè j − 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî âñå èíòåðâàëû, íà-

÷èíàÿ ñ j-ãî è äî (j + r)-ãî âêëþ÷èòåëüíî, õîðîøèå, òî ìû âîññòàíàâëèâàåì èõ çà íå áîëåå,

÷åì 2(∆q + 1) îïåðàöèé, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ëåììû 6 äëÿ t′ = 1. Âñå èíòåðâàëû â ïîçèöèÿõ,

çàòðîíóòûõ ýòèì âîññòàíîâëåíèåì (ò.å. íà÷èíàþùèåñÿ ìåæäó j è j + r), íàçîâåì íàêðûòûìè.

Åñëè ñëåäóþùèé, j-é èíòåðâàë ïëîõîé, ìû òðàòèì îäíó îïåðàöèþ ðåäàêòèðîâàíèÿ, çàìåùàÿ

x[j] íà y[j] è âîññòàíàâëèâàÿ òàêèì îáðàçîì îäèí ñèìâîë, è äàëåå ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó,
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(j + 1)-ó èíòåðâàëó.

Ëåììà 7. Îáîçíà÷èì S = ⌊n−1
w

⌋. Âîññòàíîâëåíèå ñòðîêè y èç x ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî àëãî-

ðèòìà ïîòðåáóåò íå áîëåå

2(∆q + 1) max(N, 2(∆q + 1) · min(S, N) + min[N, n − 1 − (w − 1) · min(S, N)]) < 2(∆q + 1)(N + 1)

îïåðàöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ðàñïîëîæåíèå ïëîõèõ èíòåðâàëîâ, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò ñòîèìîñòü

ðåäàêòèðîâàíèÿ ïî îïèñàííîìó àëãîðèòìó. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ, ýòî

áóäåò âåðõíåé îöåíêîé íà ed(x, y).

Ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ðåäàêòèðîâàíèÿ áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå

âîçíèêíîâåíèé ñèòóàöèè, îïèñàííîé â Ëåììå 6. Ïîýòîìó ðàñïîëîæåíèå ïëîõèõ èíòåðâàëîâ, íà

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ñòîèìîñòè ðåäàêòèðîâàíèÿ, áóäåò èìåòü âèä ïîâòîðÿþùèõñÿ

ñåðèé âèäà +-===, ãäå ïëþñîì (+) îáîçíà÷åí õîðîøèé èíòåðâàë, ìèíóñîì (-) � ïëîõîé, à

çíàêîì ðàâåíñòâà (=) � íàêðûòûé õîðîøèé (äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîãî ìèíóñà, ñëåäóþùåãî

çà ïëþñîì, äëÿ äîáàâëåíèÿ 2(∆q + 1) îïåðàöèé â îáùóþ ñòîèìîcòü). Êðîìå òîãî, â èñêîìîé

êîíôèãóðàöèè ïîñëåäíèé èíòåðâàë áóäåò õîðîøèì, ò.ê. ýòî äàåò äîïîëíèòåëüíûå 2(∆q + 1)

îïåðàöèé ðåäàêòèðîâàíèÿ ê ñóììàðíîé ñòîèìîñòè.

Èòàê, îáùàÿ ñòîèìîñòü ðåäàêòèðîâàíèÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé âèäà +− === åñòü 2(∆q +

1) min(S, N) (ñòîèìîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òàêèõ êîíôèãóðàöèè, óìíîæåííàÿ íà ìàêñèìàëüíîå

èõ ÷èñëî). Îñòàåòñÿ èëè n − w · min(S, N) − 1 ïëîõèõ èíòåðâàëîâ (ìèíóñ åäèíèöà çäåñü èç-çà

ïîñëåäíåãî, âñåãäà õîðîøåãî, èíòåðâàëà), èëè N − min(S, N) � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç

ýòèõ âûðàæåíèé èìååò ìåíüøóþ âåëè÷èíó.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ed(x, y) > k2, q1 > 2w/3, à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ëåììû 5, òîãäà

N > k2

2(∆q+1)
− 1.

Ó÷èòûâàÿ Ñëåäñòâèå 1, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà Ëåììå 7.

Ëåììà 8. Ïóñòü ÷èñëî ïëîõèõ èíòåðâàëîâ äëÿ ñòðîê x, y äëèíîé n ôèêñèðîâàíî è ðàâíî N .

Òîãäà ed(x, y) ≤ 2(∆q + 1)(⌈N
t
⌉ + 1).
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Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ed(x, y) > k2, òîãäà N > t( k2

2(∆q+1)
− 2).

Äëÿ x, y ∈ Σw íàçîâåì q-ãðàììó x[i, i + q − 1] k-õîðîøåé, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ q-ãðàììà

y[i, i + q − 1], ÷òî |j − i| ≤ k, ò.å. q-ãðàììà â ñòðîêå y, ñäâèíóòàÿ íà íå áîëåå, ÷åì k ñèìâîëîâ.

Åñëè òàêîé q-ãðàììû â y íåò, òî íàçîâåì x[i, i + q − 1] k-ïëîõîé.

Èíòåðâàë [i, i + q − 1] íàçîâåì k-õîðîøèì, åñëè B[x[i, i + q − 1], y[i, i + q − 1]; q] ÿâëÿåòñÿ

ñäâèãîì è ÷èñëî k-õîðîøèõ q-ãðàìì â îáåèõ ñòðîêàõ áîëüøå èëè ðàâíî w − q + 1 − k, îòêóäà

dq(x[i, i + q − 1], y[i, i + q − 1]) ≤ 2k. È k-ïëîõèì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü N [R] � êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ [i, i + w − 1], ãäå âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå, íàëàãàåìîå íà

ýòè èíòåðâàëû, óñëîâèå R.

Ëåììà 9. Äëÿ x, y ∈ Σn è q1 < q2 ≤ w ≤ n+1
k1+1

, åñëè ed(x, y) ≤ k1, òî

N [dΣ
w,q1,q2

(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1]) ≤ 2k1(∆q + 1)] > n − w(k1 + 1) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñ÷èòàåì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî k1-õîðîøèõ èíòåðâàëîâ ïðè ed(x, y) ≤

k1 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû Óêêîíåíà [12]. Âñåãî èìååòñÿ n − w + 1 èíòåðâàëîâ. Ïî-

ñêîëüêó êàæäàÿ îïåðàöèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ ìîæåò èçìåíèòü ìàêñèìóì w èíòåðâàëîâ, òî îáùåå

êîëè÷åñòâî k1-ïëîõèõ èíòåðâàëîâ íå ïðåâûøàåò k1w. Îñòàâøèåñÿ n − w + 1 − k1w èíòåðâàëîâ

áóäóò k1-õîðîøèìè, ïîñêîëüêó ìîãóò ñäâèíóòüñÿ ìàêñèìóì íà k1 ñèìâîëîâ. Äëÿ k1-õîðîøåãî

èíòåðâàëà [i, i+w−1] dΣ
w,q1,q2

(x[i, i+w−1], y[i, i+w−1]) =
∑q2

q=q1
dq(x[i, i+w−1]), y[i, i+w−1]) <

2k1(∆q + 1).

Òåïåðü ñ èñïîëüçîâàíèåì Ñëåäñòâèÿ 3 è Ëåììû 9 ìîæíî îïðåäåëèòü âåðõíþþ è íèæíþþ

ãðàíèöó íà D(x, y) ïðè, ñîîòâåòñòâåííî, ed(x, y) ≤ k1 è ed(x, y) > k2. Ïîëîæèì äëÿ ýòîãî w =

nγ, γ ≤ 1 − ln(k1+1)
ln n

.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîçèöèé, ãäå íà÷èíàþòñÿ ïëîõèå èíòåðâàëû, êàê IB = {i = 1, . . . , n −

w + 1 | dΣ
w,q1,q2

(x[i, i + w− 1], y[i, i + w− 1]) ≥ Q} è ìíîæåñòâî ïîçèöèé, ãäå íà÷èíàþòñÿ õîðîøèå

èíòåðâàëû, êàê IG = {i = 1, . . . , n − w + 1 | dΣ
w,q1,q2

(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1]) < Q}. Òîãäà,
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ó÷èòûâàÿ Ñëåäñòâèå 2, ïîëó÷àåì

(n − w + 1)(∆q + 1)D(x, y) =

(

∑

i∈IB

+
∑

i∈IG

)

q2
∑

q=q1

dq(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1])

(ïî Ñëåäñòâèþ 2, N > t(
k2

2(∆q + 1)
− 2), ïîýòîìó)

≥NQ + 0 ≥ Q(
k2

2(∆q + 1)
− 1).

Ó÷èòûâàÿ ãðóïïèðîâêó ïëîõèõ èíòåðâàëîâ (Ñëåäñòâèå 3), ïîëó÷àåì

D(x, y) ≥
Qt( k2

2(∆q+1)
− 2)

(n − w + 1)(∆q + 1)
= d2. (6)

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîçèöèé, ãäå íà÷èíàþòñÿ k1-ïëîõèå èíòåðâàëû, êàê Ik1
B = {i = 1, . . . , n−

w + 1 | ∃ j ∈ [i − k1, . . . , k1 + i], y[j, j + q − 1] = x[i, i + q − 1]} è ãäå íà÷èíàþòñÿ k1-õîðîøèå �

Ik1
G = {i = 1, . . . , n − w + 1 | ∄j ∈ [i − k1, . . . , k1 + i], y[j, j + q − 1] = x[i, i + q − 1]}.

(n − w + 1)(∆q + 1)D(x, y) =







∑

i∈I
k1
B

+
∑

i∈I
k1
G







q2
∑

q=q1

dq(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1])

≤ (∆q + 1)[|Ik1
B |(2w + 2 − q2 − q1) + ((n − w + 1) − |Ik1

B |])2k1]

(ïî Ëåììå 9, |Ik1
B | ≤ k1w, ïîýòîìó)

≤ 2k1[w(w + 1 − q1 + q2

2
− k1) + (n − w + 1)] < 2k1[w

2 + (n + 1)](∆q + 1), îòêóäà

D(x, y) ≤ 2k1[w
2 + (n + 1)]

n − w + 1
= d1. (7)

Ïîñòðîåíèå âåêòîðîâ v(·) ñ ïîìîùüþ ïðåôèêñíîãî äåðåâà ïîòðåáóåò ïîðÿäêà O(n(q2+w)) îïå-

ðàöèé, ñîîòâåòñòâåííî, îáùàÿ îöåíêè âðåìåíè ïîñòðîåíèÿ ðàâíà O(n1+γ). Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà

v(·) ïðè óñëîâèè ôèêñèðîâàíîãî àëôàâèòà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì óðîâíåé ïðåôèêñíîãî äå-

ðåâà ∆q è êîëè÷åñòâîì óçëîâ íà êàæäîì óðîâíå � O(n), èòîãî ðàçìåðíîñòü èìååò ïîðÿäîê âñåãî

O(n1+γ/2). Òàê æå îãðàíè÷åíî è âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè.

Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ d2 > d1 íåîáõîäèìî, ÷òîáû k2 = Ω(k1(n
γ + n1−γ)).

Îòñþäà, îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì áóäåò γ = 1/2, ïðè ýòîì k2 = Ω(k1n
1/2) è âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ

âåêòîðîâ v(·) � O(n3/2), à èõ ðàçìåðíîñòü � O(n5/4).
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4 Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé äëÿ ïîèñêà áëèæàéøèõ ñòðîê

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì äâå ðàíäîìèçèðîâàííûå âåðñèè äåòåðìèíèðîâàííîãî ìåòîäà âëî-

æåíèÿ, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 3, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé â

çàäà÷å ïîèñêà áëèæàøåãî ñîñåäà, ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé âåðñèè çàòðóäíåíî

ïî ïðè÷èíå áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïîëó÷àåìûõ âåêòîðîâ è áîëüøèõ ðàçìåðîâ áàçû ñòðîê.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà áëèæàéøåãî ñîñåäà NN. Èìååòñÿ íàáîð ñòðîê P = {p1, . . . , pP |pi ∈

Σn} è âõîäíàÿ ñòðîêà-ïðîá p0 ∈ Σn, òîãäà çàäà÷à NN ñîñòîèò â ïîèñêå õîòÿ áû îäíîé ñòðîêè p∗,

òàêîé ÷òî ∀p ∈ P, ed(p, p0) ≥ ed(p∗, p0).

Äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû òî÷íîãî ïîèñêà

áëèæàéøåãî ñîñåäà ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíîìó ïîèñêó ïî P [13], ÷òî ÷àñòî ñëèøêîì ¾äîðîãî¿ äëÿ

ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå. Êðîìå òîãî, ðàçìåðíîñòü O(n5/4) âåêòîðîâ, ïîëó÷àåìûõ â äåòåðìèíè-

ðîâàííîé ñõåìå âëîæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæåò ñàìà

ïî ñåáå îêàçàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøîé äëÿ ýôôåêòèâíîé îáðàáîòêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîèñê ïðè-

áëèæåííîãî áëèæàéøåãî ñîñåäà áûâàåò äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðèëîæåíèé, ÷òî âûçâàëî áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé òàêèõ àëãîðèòìîâ. Çàäà÷à ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî áëè-

æàéøåãî ñîñåäà ε-NN, ñîñòîèò â ïîèñêå òàêîãî p∗ ∈ P , ÷òî ∀p′ ∈ P, ed(p∗, p0) ≤ (1 + ε)ed(p′, p0).

Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî áëèæàéøåãî ñîñåäà ìû ïðåäëàãàåì ðàíäîìèçèðîâàííóþ âåðñèþ

äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà, (ïîäðàçäåë 4.1), à òàêæå ïðîöåäóðó, îñíîâàííóþ íà ëîêàëüíî-

÷óâñòâèòåëüíîì õåøèðîâàíèè (ïîäðàçäåë 4.2) íà 1-ñòàáèëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, ðåëåâàíòíóþ

íåéðîïîäîáíûì ðàñïðåäåëåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì [9]. Îáå ýòè âåðñèè ìîãóò ïðèìåíÿòñÿ äëÿ

ðåøåíèÿ ε-NN çàäà÷è.

Ïðèâåäåì âåðîÿòíîñòíûå âàðèàíòû Ëåììû 9 è Ñëåäñòâèÿ 3 ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå çíà÷åíèÿ

i èç äèàïàçîíà 1, . . . , n − w + 1:
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Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ed(x, y) ≤ k1, q1 < q2 ≤ w ≤ n+1
k1+1

, òî

Prob[dΣ
w,q1,q2

(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1]) ≤ 2k1(∆q + 1)] > 1 − k1w

n − w + 1
.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ed(x, y) > k2, òî

Prob[dΣ
w,q1,q2

(x[i, i + w − 1], y[i, i + w − 1]) ≥ Q] >
t( k2

2(∆q+1)
− 2)

n − w + 1
.

4.1 Ðåøåíèå çàäà÷è ε-NN ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçàöèè äåòåðìèíèðîâàí-

íîãî ìåòîäà

Èñïîëüçóåì ðàçíîâèäíîñòü ñõåìû, îïèñàííîé â [14]. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà ïîçèöèÿ i èç äèàïà-

çîíà 1, . . . , n − w + 1 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó èíòåðâàë [i, i + w − 1]. Åñëè ïîçèöèÿ i âûáðàíà

ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî (ñ âîçâðàùåíèåì) ñðåäè âñåõ n−w+1 âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, òî âûðà-

æåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ìàòîæèäàíèåì âåëè÷èíû
dΣ

w,q1,q2
(x[i,i+w−1],y[i,i+w−1])

∆q+1
. Îïðåäåëèì âåêòîð vi(x)

êàê êîíêàòåíàöèþ q-ãðàììíûõ âåêòîðîâ vq(x) ýòîãî èíòåðâàëà äëÿ çíà÷åíèé q = q1, . . . , q2.

Âûáåðåì ñëó÷àéíî, íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî (ñ âîçâðàùåíèåì) U çíà÷åíèé if , f = 1, . . . , U ,

îáîçíà÷èâ èõ ìíîæåñòâî êàê IU è êîíêàòåíèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå èì vif (x) â îäèí âåêòîð ṽ(x).

Êîíêàòåíàöèþ âñåõ x[if , if + w − 1] îáîçíà÷èì x(IU). Îáîçíà÷èì D̃(x, y) =
||ṽ(x)−ṽ(y)||l1

(∆q+1)U
.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Ëåììå 2 èç [14].

Ëåììà 10. Ïóñòü ñòðîêè p0, pa, pb ∈ P òàêèå, ÷òî ed(p0, pa) ≤ k1, ed(p0, pb) > k2.Òîãäà

Prob[D̃(p0, pa) > d1 + ε] < e−2Uε2

, P rob[D̃(p0, pb) < d2 − ε] < e−2Uε2

.

Ñîçäàäèì ñòðóêòóðó S, ñîñòîÿùóþ èç n ñòðóêòóð Sk, k = 1, . . . , n, ïî îäíîé íà êàæäîå èç âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèé ðàññòîÿíèé ðåäàêòèðîâàíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè äëèíû n. Êàæäàÿ èç Sk ñîñòîèò

èç M ñòðóêòóð F1, . . . , FM . Êàæäàÿ ñòðóêòóðà Fm, m = 1, . . . ,M ñîäåðæèò U çíà÷åíèé ïîçèöèé

im1, . . . , imU (óêàçûâàþùèõ íà íà÷àëî ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ Iimu
= [imu, imu + w − 1]),

âûáðàííûõ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî, ñ âîçâðàùåíèåì, èç äèàïàçîíà [1, . . . , n−w+1], è òàáëè-

öó Λm, ñîäåðæàùóþ |Σ|n ÿ÷ååê (ïî ÷èñëó âîçìîæíûõ ñòðîê äëèíîé n). Ñîäåðæèìîå èíòåðâàëà

Iimu
â ñòðóêòóðå Fm äëÿ ñòðîêè x îáîçíà÷èì êàê x[Iimu

]. Êîíêàòåíàöèþ âñåõ vw,q1,q2(x[Iimu
]), u =
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1, . . . , U îáîçíà÷èì vm(x). ß÷åéêà òàáëèöû Λm, ñîîòâåòñòâóþùàÿ z ∈ |Σ|wU , ñîäåðæèò ñòðî-

êó p ∈ P , åñëè D̃(p, z) ≤ d1, åñëè òàêàÿ p ñóùåñòâóåò, èíà÷å ÿ÷åéêà ïóñòà. Ñòðóêòóðà S ïðè

ïðîñòåéøåé ðåàëèçàöèè áóäåò çàíèìàòü îáúåì ïàìÿòè ïîðÿäêà O(nM(U + log P |Σ|wU) + nP ) è

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà çà âðåìÿ O(nMP (wU + |Σ|wU)).

Îáúåì òàáëèö Λm ìîæíî óìåíüøèòü äî |Σ|wU , èíäåêñèðóÿ åå ñòðîêàìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ êîí-

êàòåíàöèåé U èíòåðâàëîâ. Äàëåå, äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î âíåñåíèè ñòðîêè â ÿ÷åéêó íàì íåîá-

õîäèìû q-ñïåêòðû ïîäñòðîê z[1 + (u − 1)w, uw] ïðè q = q1, . . . , q2. Ïîýòîìó ìîæíî ñýêîíîìèòü

ìåñòî ïîä õðàíåíèå òàáëèö Λm, îáúåäèíèâ ÿ÷åéêè ñ ñîâïàäàþùèìè q-ñïåêòðàìè èíòåðâàëîâ

z[1 + (u − 1)w, uw] äëÿ âñåõ q = q1, . . . , q2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îáîçíà÷èòü

D̃m(p; z) =
U
∑

u=1

dΣ
w,q1,q2

(p[Iimu
], z[1 + (u − 1)w, uw]) =

U
∑

u=1

||ṽ(p[Iimu
]) − ṽ(z[1 + (u − 1)w, uw])||l1 .

È ÿ÷åéêà òàáëèöû Λm, ñîîòâåòñòâóþùàÿ z ∈ |Σ|wU , áóäåò ñîäåðæàòü ñòðîêó p ∈ P , åñëè

D̃m(p; z) ≤ d1.

Äëÿ ïðîáà p0 ∈ Σn áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà Fm îøèáàåòñÿ íà P , åñëè ñóùåñòâóåò p1 ∈

P , òàêàÿ, ÷òî ed(p0, p1) ≤ k1 (èëè ñòðîêà p2 ñ ed(p0, p2) ≥ k2) è D̃m(p0, p1) > d1 (D̃m(p0, p2) < d2).

Åñëè ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî áîëåå, ÷åì µM/ log n ñòðóêòóð Fm â Sk îøèáàþòñÿ íà P , òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà S îøèáàåòñÿ íà p0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà S îøèáàåòñÿ,

åñëè ñóùåñòâóåò p0 ∈ Σn, òàêîå, ÷òî S îøèáàåòñÿ íà p0.

Ïî òåîðåìå 4 èç [14] äëÿ ëþáîãî δ > 0 è çàïðîñà p0, åñëè ïîëîæèòü M = (n log2 Σ + log n −

log δ) ln n/µ è F = 0.5ε−2 ln(2eP ln n/µ), òî âåðîÿòíîñòü, ÷òî S îøèáàåòñÿ íà p0 � íå áîëüøå δ2−n.

Òàêèì îáðàçîì S íà âñåé P îøèáàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ δ.

Ïðîöåäóðà ïîèñêà: Äîïóñòèì S íå îøèáàåòñÿ (ýòî ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − δ). Èñ-

ïîëüçóåì äâîè÷íûé ïîèñêà äëÿ íàõîæäåíèÿ áëèæàéøåãî ñîñåäà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî íà÷àëü-

íîå k è âûáåðåì ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî îäíó èç Fm â Sk. Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå p0(IFm
) è

ïðîâåðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó. Åñëè ÿ÷åéêà íå ïóñòà, ïåðåõîäèì è ïðîâåðÿåì àíàëîãè÷íî

Sk−1, èíà÷å ïåðåõîäèì ê Sk+1. Ïî Ëåììå 6 èç [14] âåðîÿòíîñòü, ÷òî âûáðàííîå Fi îøèáàåòñÿ íà

p0, ìåíüøå èëè ðàâíà µ.
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Ïðèâåäåì àíàëîã Ëåììû 7 èç [14]

Ëåììà 11. Åñëè âñå Sk íå îøèáàþòñÿ íà p0, òîãäà ðàññòîÿíèå îò p′, âîçâðàùåííîé àëãî-

ðèòìîì ïîèñêà, îòëè÷àåòñÿ â íå áîëåå, ÷åì 1 + ε ðàç îò ðàññòîÿíèÿ îò p0 äî íàñòîÿùåãî

áëèæàøåãî ñîñåäà.

È àíàëîãè÷íî òåîðåìå 8 [14], ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà íàõîäèò ñ âûñîêîé

âåðîÿòíîñòüþ (1 + ε)-áëèæàéøåãî ñîñåäà, äëÿ ëþáîãî ε > 0: Åñëè S íå îøèáàåòñÿ, òî äëÿ

ëþáîãî çàïðîñà p0 àëãîðèòì íàõîäèò (1 + ε)-ïðèáëèæåííîãî ñîñåäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − µ çà

âðåìÿ O(ε−2n(log |P | + log log n − log µ) log n).

4.2 Ðåøåíèå çàäà÷è ε-NN ñ ïîìîùüþ LSH è 1-ñòàáèëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ

Ñíà÷àëà îïèøåì îðèãèíàëüíóþ ñõåìó ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíîãî õåøèðîâàíèÿ (LSH) [15] â ïðè-

ìåíåíèè ê ñòðîêàì c êëàññè÷åñêîé ìåòðèêîé ðåäàêòèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëèì øàð ðàäèóñà k, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ êîòîðûõ îò öåíòðà øàðà t íå

ïðåâûøàåò k: S(t, k) = {q : ed(q, s) ≤ k}. Çàäà÷à (ε, k)-PLEB (Point Location in Equal Balls)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîèñê àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ïðîáà p0 ∈ P äåëàåò ñëåäóþùåå: (1)

åñëè ñóùåñòâóåò p ∈ P , òàêîå ÷òî p0 ∈ S(p, k), âîçâðàùàåò YES è ëþáóþ èç òî÷åê p′ ∈ P , òàêèõ

÷òî p0 ∈ S(p′, (1 + ε)k), (2) åñëè p0 6∈ S(p, (1 + ε)k) äëÿ âñåõ p ∈ P , âîçâðàùàåò NO, (3) åñëè

áëèæàéøàÿ òî÷êà p ∈ P , òàêàÿ ÷òî r ≤ ed(p0, p) ≤ (1 + ε)r, òî âîçâðàùàåò èëè YES èëè NO. Â

ðàáîòå [15] ïîêàçàíà ñâîäèìîñòü çàäà÷è ε-NN ê çàäà÷å ε-PLEB. Çàäà÷à (k1, k2)-PLEB ÿâëÿåòñÿ

âàðèàíòîì ε-PLEB çàäà÷è è ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïîèñê àëãîðèòìà, êîòîðûé: (1) åñëè ñóùåñòâóåò

p ∈ P , òàêîå ÷òî p0 ∈ S(p, k1), âîçâðàùàåò YES è ëþáóþ èç òî÷åê p′ ∈ P , òàêèõ ÷òî p0 ∈ S(p′, k2),

(2) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿ âîçâðàùàåò NO.

Èäåÿ ñõåìû LSH ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî íåêîòîðûõ õåø-

ôóíêöèé, äîáèòüñÿ âûñîêîé âåðîÿòíîñòè êîëëèçèè (ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé õåø-ôóíêöèé) � ìåæ-

äó áëèçêî íàõîäÿùèìèñÿ îáúåêòàìè, è íèçêîé � äëÿ äàëåêèõ îáúåêòîâ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òàêîå
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æå õåø-ïðåîáðàçîâàíèå ê ïðîáó, ìû ïðîâåðÿåì, íå ðàâåí ëè õýø êàêîìó-íèáóäü èç ðàíåå ïî-

ñ÷èòàííûõ õåøåé âåêòîðîâ èç P . Ïðè ñîâïàäåíèè íàéäåííûé âåêòîð p ∈ P áóäåò ÿâëÿòüñÿ

ïðèáëèæåííûì ñîñåäîì ê ïðîáó. Íàñêîëüêî îí áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî áëèæàéøåãî ñîñå-

äà, çàâèñèò îò ñâîéñòâ èñïîëüçîâàííûõ õåø-ôóíêöèé.

Ñåìåéñòâî H = {h : Σn → X} (ãäå X � íåêîòîðîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà-

÷åíèé) íàçûâàåòñÿ (k1, k2, pI , pII)-÷óâñòâèòåëüíûì èëè ïðîñòî ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíûì, åñëè

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Σn è ëþáîé íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáðàííîé õåø-ôóíêöèè h ∈ H

âûïîëíÿåòñÿ:

åñëè x ∈ S(y, k1), òî Prob[h(x) = h(y)] > pI , (8)

åñëè x 6∈ S(y, k2), òî Prob[h(x) = h(y)] < pII .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñåìåéñòâî H áûëî ¾ïîëåçíûì¿, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå k1 <

k2, ò.å. ¾áëèçêàÿ¿ òî÷êà x äîëæíû íàõîäÿòñÿ áëèæå ê y, ÷åì òî÷êè, ñ÷èòàþùèåñÿ ¾äàëüíèìè¿, è

pII < pI , (¾áëèçêèå¿ òî÷êè äîëæíû âûçûâàòü êîëëèçèþ õåø-ôóíêöèé ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ,

÷åì ¾äàëüíèå¿).

Íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ïîäãîòîâêè ñòðóêòóðû äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîèñêà áëèæàéøåãî

ñîñåäà îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ôóíêöèé {g : Σn → XK}, ãäå g(p) = (h1(p), h2(p), . . . , hK(p)).

Âñåãî èç ñåìåéñòâà G âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî L øòóê ôóíêöèé g1, . . . , gL. Ñî-

çäàåòñÿ òàêæå òàáëèöà, â ÿ÷åéêó êîòîðîé çàíîñÿòñÿ ñòðîêè p èç áàçû P íà îñíîâàíèè çíà÷åíèÿ

õåø-âåêòîðà g(p): êàæäàÿ ñòðîêà p ïîïàäàåò â ÿ÷åéêó ñ èäåíòèôèêàòîðîì, ðàâíûì çíà÷åíèþ

õåø-âåêòîðà, ïîñ÷èòàííîì íà íåé, à èìåííî (h1(p), h2(p), . . . , hK(p)). Ðàçìåð òàáëèöû îãðàíè÷åí

O(|P |L), êðîìå òîãî, åùå íåîáõîäèìî õðàíèòü èñõîäíóþ áàçó � O(n|P |). Ïîñòðîåíèå òàáëèöû

çàâåðøåíî, êîãäà êàæäàÿ p ∈ P çàíåñåíà â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó.

Ïðîöåäóðà ïîèñêà: Äëÿ ñòðîêè-ïðîáà p0 âû÷èñëÿþòñÿ âñå õåø-âåêòîðû gi(p0), i = 1, . . . , L

è ïðîâåðÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè â òàáëèöå. Åñëè ïðîâåðÿåìàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò ñòðîêó

p∗ ∈ S(p, k2), ìû âîçðàùàåì YES è p∗. Åñëè ïîñëå ïðîâåðêè 2L ñòðîê íå áûëî íàéäåíî íè îäíîé

ñòðîêè èç P â S(p, k2), âîçâðàùàåì NO.

21



Â [15] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé ñ êîíñòàíòíîé âå-

ðîÿòíîñòüþ (áîëüøåé 1/2), ïðè êîòîðûõ îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî áëèæàé-

øåãî ñîñåäà êîððåêòíà: (1) åñëè ñóùåñòâóåò p∗ ∈ S(p, k1), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ gj(p) = gj(p
∗),

äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, . . . , L; (2) êîëè÷åñòâî êîëëèçèé õåø-ôóíêöèé ñî ñòðîêàìè âíå S(p, k2) â

L ïðîâåðåííûõ ÿ÷åéêàõ äîëæíî áûòü ìåíüøå 2L:
∑L

j=1 |(P − S(q; k2)) ∩ g−1
j (gj(p0))| < 2L. Ýòî

äîñòèãàåòñÿ ýòî îïðåäåëåííûì âûáîðîì çíà÷åíèé K, L [15]: Åñëè H ÿâëÿåòñÿ (k1, k2, pI , pII)-

÷óâñòâèòåëüíûì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé, à K = log 1
pII

|P | è L = |P |ρ, ãäå ρ = ln( pI

pII
), òîãäà àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ (k1, k2)-PLEB çàäà÷è çàíèìàåò O(n|P |+ |P |1+ρ) ïàìÿòè, èñïîëüçóåò O(|P |ρ)

âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèÿ è O(|P |ρ log 1
pII

|P |) âû÷èñëåíèé õåø-ôóíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî èç pII < pI

è âûðàæåíèÿ äëÿ ρ ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ ïîèñêà ñóáëèíåéíî îò |P |.

Â ðàáîòå [16] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíîãî ê lp-íîðìå ñåìåéñòâà õåø-ôóíêöèé

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òî ñâîéñòâî p-ñòàáèëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî ëèíåéíûå êîìáèíà-

öèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí φi èç ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíû òàê æå, êàê è îäíà ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, óìíîæåííàÿ íà íîðìó êîýôôèöèåíòîâ äàííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè [17]. Ïîñêîëüêó

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî, òî (v1, φ) − (v2, φ) ðàñïðåäåëåíî òàê æå, êàê è ||v1 − v2||l1φ.

Ïîýòîìó, åñëè ïîäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ îñü íà ðàâíûå ïðîìåæóòêè, òî, èíòóèòèâíî ïîíÿòíî,

÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ñ áëèçêîé íîðìîé íà ñëó÷àéíûé âåêòîð èç ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ñòàáèëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, áóäóò ïîïàäàòü â îäíè è òå æå èëè áëèçêèå ïðîìåæóòêè è

íà ýòîì îñíîâàíèè ìîæíî ïîñòðîèòü ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíîå ñåìåéñòâî.

Â ñëó÷àå p = 1 (1-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå), äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà õåø-ôóíêöèè

çàäàþòñÿ â âèäå

h(v) = ⌊(v, φ̄) + b

r
⌋, (9)

ãäå r ∈ R � íåêîòîðîå ÷èñëî, b � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èç [0, r], à

φ̄ � âåêòîð èç ýëåìåíòîâ èç 1-ñòàáèëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ 1
π(1+x2)

. Ìîæíî

ïîêàçàòü [16], ÷òî äëÿ äâóõ ôèêñèðîâàííûõ âåêòîðîâ v1, v2, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ l1-íîðìû
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ðàçíîñòè âåêòîðîâ c = ||v1 − v2||l1 , âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè õåø-ôóêöèè (9) ðàâíà

p(c) =

∫ r

0

1

c
f(c)(1 − t

c
)dt =

1

π
(2 tan−1(

r

c
) − c

r
ln(1 + (

r

c
)2)), (10)

ãäå f(·) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìîäóëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî Êîøè. Ôóíêöèÿ

p(c) åñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ (8) ñåìåéñòâî ôóíêöèé (9)

áóäåò ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíûì è èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñõåìå LSH.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ (10) ïðè r >> c è ïðè r << c:

1. Ïðè r << c, tan−1(x) ≃ x − x3

3
+ O(x3), ïîýòîìó

p(c) =
1

π
(2 tan−1(

r

c
) − c

r
ln(1 + (

r

c
)2)) <

1

π
(2

r

c
− ln e

r
c ) =

1

π

r

c
. (11)

2. Ïðè r >> c, ïîñêîëüêó tan(x) → π
2
ïðè x → ∞, òî

p(c) =
1

π
(2 tan−1 r

c
− c

r
ln(1 + (

r

c
)2)) < 1 − 2

π

c

r
ln

r

c
. (12)

Ïðåäëîæèì íîâóþ õýø-ôóíêöèþ, îñíîâàííóþ íà îïðåäåëåíèè (9). Â ðàáîòå [16] äëÿ ôîðìè-

ðîâàíèÿ âåêòîðà gj = (h1(v), h2(v), . . . , hK(v)) ôèêñèðîâàííûé âåêòîð v óìíîæàåòñÿ ñêàëÿðíî

íà ðÿä ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ φi, i = 1, . . . , K. Âìåñòî ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà, âîçüìåì K ñëó-

÷àéíûõ âåêòîðîâ vi
w,q1,q2

(x), ïîëó÷àåìûõ ñëó÷àéíûì è íåçàâèñèìûì âûáîðîì îêíà øèðèíîé w

â ñòðîêå x (ñì. Ñëåäñòâèÿ 5 è 4). Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñãåíåðèðóåì ñâîé âåêòîð φi, ýëåìåíòû

êîòîðîãî âçÿòû èç ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Ìîäèôèöèðîâàííûå õåø-ôóíêöèè h′
i(x), � ýëåìåíòû

âåêòîðà h′(x) = (h′
1(x), h′

2(x), . . . , h′
1(x)), � îïðåäåëèì êàê

h′
i(x) = ⌊

(vi
w,q1,q2

(x), φi) + b

r
⌋, (13)

ãäå b, r � ïàðàìåòðû èç îïðåäåëåíèÿ (9).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé pI , pII íåîáõîäèìî âûÿñíèòü ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí h′
i(x) è h′

i(y).

Ïóñòü Pprob[h′(x) = h′(y)|c] = p(c), ãäå c � öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå dΣ
w,q1,q2

(x, y).

Îáîçíà÷èì d1 = 2k1(∆q + 1), d2 = Q, p1 = 1 − k1w
n−w+1

, p2 =
t(

k2
2(∆q+1)

−2)

n−w+1
.

Prob[h′
i(x) = h′

i(y)|ed(x, y) ≤ k1] ≥
∑

c≤d1

p(c|ed(x, y) ≤ k1)p(c) ≥ p(d1)
∑

c≤d1

p(c|ed(x, y) ≤ k1)

= p(d1)p(c ≤ d1|ed(x, y) ≤ k1) ≥ p(d1)p1,
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Prob[h′
i(x) = h′

i(y)|ed(x, y) > k2] ≤ p(d2)
∑

c≥d2

p(c|ed(x, y) > k2) +
∑

c<d2

p(c|ed(x, y) > k2)p(c)

≤ p(d2)p(c ≥ d2|ed(x, y) > k2) +
∑

c<d2

p(c|ed(x, y) > k2)p(0)

= p(d2)p2 + (1 − p2)p(0) ≤ 1 − p2(1 − p(d2)).

Èòàê, äëÿ ñåìåéñòâà íîâûõ õåø-ôóíêöèé (13) ïîëó÷àåì

Prob[h′
i(x) = h′

i(y)|ed(x, y) ≤ k1] ≥ p(d1)p1 = pI , (14)

Prob[h′
i(x) = h′

i(y)|ed(x, y) > k2] ≤ 1 − p2(1 − p(d2)) = pII . (15)

×òîáû òàêîå ñåìåéñòâî áûëî ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíûì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 1 − p2(1 −

p(d2)) < p(d1)p1. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû

k2 > 2(∆q + 1)(2 +
n − w + 1

t(1 − p(d2))
(1 − p(d1) +

wk1p(d1)

n − w + 1
). (16)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ k2 ïîëîæèì w = nγ, 0 < γ < 1, è r = nµ, µ > 0.

Èç óñëîâèÿ 2 Ëåììû 3 ∆q = Θ(
√

w) òî

d1 = 2k1(∆q + 1) = Θ(k1n
γ/2), d2 = Q = Θ(nγ), t = w − q2 − ∆q = Θ(nγ).

Ïðè n → ∞, èñïîëüçóÿ (10), (11), (12), íàéäåì îöåíêè 1 − p(d1) è 1 − p(d2) â çàâèñèìîñòè îò

ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ µ, γ:

1. åñëè γ = µ, òî r = ω(d1), r = Θ(d2), òî

1 − p(d2) = const, 1 − p(d1) >
2

π

d1

r
ln(

r

d1

).

2. åñëè µ > γ, òî r = ω(d1) è r = ω(d2), òî

1 − p(d1) >
2

π

d1

r
ln(

r

d1

), 1 − p(d2) >
2

π

d2

r
ln(

r

d2

).

3. åñëè γ/2 < µ < γ, òî r = ω(d1) è r = o(d2), òî

1 − p(d2) >1 − 1

π
(

r

d2

), 1 − p(d1) >
2

π
(
d1

r
ln(

r

d1

)).
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4. åñëè µ = γ/2, òî r = ω(d1) è r = o(d2), òî

1 − p(d2) >1 − 1

π
(

r

d2

), 1 − p(d1) = const;

Ïîäñòàâëÿÿ â (16), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ k2 äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ

1. åñëè γ = µ, òî k2 = Ω(k1(n
1−γ ln n + nγ/2). Ïðè γ > 2/3, nγ/2 äîìèíèðóåò n1−γ ln n è k2

áóäåò èìåòü àñèìïòîòèêó Ω(nγ/2), γ > 2/3. Ïðè γ ≤ 2/3, n1−γ ln n äîìèíèðóåò nγ/2 è k2

èìååò àñèìïòîòèêó Ω(n1−γ ln n), γ ≤ 2/3. Îòñþäà, îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì áóäåò γ = 2/3,

è k2 = Ω(k1n
1/3 ln n).

2. åñëè µ > γ, òî k2 = Ω(nγ/2 + k1[n
1−γ + nµ/ ln n])). Ïîñêîëüêó µ > γ, òî nµ

ln n
= Ω(nγ) è k2 â

ýòîì ñëó÷àå ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì â âàðèàíòå ñ µ = γ.

3. åñëè γ/2 < µ < γ, òî k2 = Ω(k1(n
1−µ(µ − γ/2) ln n + nγ/2). Ïîñêîëüêó µ < γ, òî n1−µ ln n =

Ω(n1−γ ln n), ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïëîõîé îöåíêîé, ÷åì îöåíêà â âàðèàíòå ñ µ = γ.

4. åñëè µ = γ/2, òî k2 = Ω(n), ÷òî òàêæå õóæå, ÷åì âàðèàíò µ = γ.

Èòàê, îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì γ åñòü γ = 2/3, ïðè êîòîðîé k∗
2 = Ω(k1n

1/3 ln n).

Äîïóñòèì, ìû óâåëè÷èì k2, ïîëîæèâ k2 = 2(∆q+1)(2+z n−w+1
t(1−p(d2))

(1−p(d1)+
wk1p(d1)
n−w+1

), äëÿ z > 1.

Ýòî ïîâëèÿåò íà çíà÷åíèå è àñèìïòîòèêó p2, ïîñêîëüêó åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò k2. Îöåíèâ â

òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíó ρ = ln(p1p(d1))
ln(1−p2(k2)(1−p(d2)))

= ln(1−A)
ln(1−zA)

, ãäå A = 1 − p1p(d1), àíàëîãè÷íî îöåíêå

ρ äëÿ ñëó÷àÿ õåììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ [15, 18] ïîëó÷àåì ρ = O( 1
1+z

) ïðè óñëîâèè ln |P | > p1p(d1).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ïîèñêà áëèæàéøåé ñòðîêè, ïîñòðîåííûé íà îïèñàííîì

ìîäèôèöèðîâàííîì âàðèàíòå LSH íà 1-ñòàáèëüíîì ðàñïðåäåëåíèè, âîçâðàòèò ñ âåðîÿòíîñòüþ

áîëüøåé 1/2 ñòðîêó èç P , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò øàðó S(q, O(zk1n
1/3 ln n)), çàòðàòèâ íà ýòî

ïîðÿäêà O(|P |1/(1+z)) îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó ñõåìà èìååò êîíñòàíòíóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè, ïî-

âòîðèâ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó LSH ïàðàëåëüíî è íåçàâèñèìî ïîðÿäêà O(ln 1
α
) ðàç, ìû ìîæåì

äîáèòüñÿ âåðîÿòíîñòè óñïåõà õîòÿ áû â îäíîì çàïóñêå ïðîöåäóðû íå ìåíåå 1 − α äëÿ ëþáîãî

çàäàíîãî óðîâíÿ îøèáêè α < 1.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé ïðîàíàëèçèðîâàíî, ðàçâèâàåìîå â ðàìêàõ íåéðî-

ñåòåâîãî ðàñïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè â àññîöèàòèâíî-ïðîåêòèâíûõ íåéðîííûõ

ñåòÿõ [19], ïðåäñòàâëåíèå ñèìâîëüíûõ ñòðîê [8, 9].

Ðàçðàáîòàí íîâûé q-ãðàììíûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ è ïðèâåäå-

íû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåòîäà, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ óòî÷íåíèå îöåíîê êà÷åñòâà àïïðîê-

ñèìàöèè, ïðåäëîæåííûõ â [9]. Òàêæå äîñòèãíóòî óëó÷øåíèå àñèìïòîòèêè ðîñòà k2 ïî ñðàâíåíèþ

ñ ìåòîäàìè âëîæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâî l1, îïèñàííûìè â [20]. Ðàçðà-

áîòàíà ðàíäîìèçèðîâàííàÿ âåðñèÿ ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ

ñåìåéñòâà ðàíäîìèçèðîâàííûõ ëîêàëüíî-÷óâñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèáëèæåííîãî ïîèñêà áëèæàéøèõ ñòðîê.

Äàëüíåéøèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê, èññëåäî-

âàíèå âîçìîæíîñòè ìîäèôèêàöèè ïðåäëîæåííîãî èëè ðàçðàáîòêè íîâîãî àëãîðèòìà äëÿ áîëåå

îáùèõ âåðñèé ðàññòîÿíèÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ (ñ ïåðåñòàíîâêàìè, ñ ïåðåìåííûìè ñòîèìîñòÿìè îïå-

ðàöèé), à òàêæå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà â ïðàêòè÷åñêèõ çàäàõ,

òðåáóþùèõ ñðàâíåíèÿ äëèííûõ ñèìâîëüíûõ ñòðîê.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Levenshtein V. I. Binary codes capable of correcting deletions,insertions, and reversals // Soviet Physics -

Doklady. � 1966. � February. � Vol. 10, no. 8. � Pp. 707�710.

[2] Burks C., Cinkosky M. J., Gilna P. Decades of nonlinearity: the growth of DNA sequence data // Los Alamos

Science / Ed. by N. G. Cooper. � 1992. � No. 20. � Pp. 254�255.

[3] Vintsyuk T. K. Speech discrimination by dynamic programming // Kibernetika (Cybernetics). � 1968. � January-

February. � Vol. 4. � Pp. 81�88.

[4] Wagner R. A., Fischer M. J. The string-to-string correction problem // Journal of the ACM. � 1974. �

January. � Vol. 21, no. 1. � Pp. 168�173.

[5] Navarro G. A guided tour to approximate string matching // ACM Computing Surveys. � 2001. � Vol. 33,

no. 1. � Pp. 31�88.

[6] Indyk P. Embedded Stringology. � Talk at Fifteenth Annual Combinatorial Pattern Matching Symposium.

26



[7] Indyk P. Open problems // Workshop on Discrete Metric Spaces and their Algorithmic Applications / Ed. by

J. r�i Matou� sek. � Haifa: 2002. �March.

[8] Sokolov A., Rachkovskij D. Some approaches to distributed encoding of sequences // Proc. of XI-th International

Conference Knowledge-Dialogue-Solution. � Vol. 2. � Varna, Bulgaria: 2005. � June. � Pp. 522�528.

[9] Sokolov A. Nearest string by neural-like encoding // Knowledge-Dialogue-Solution, KDS-2006. � Varna, So�a,

Bulgaria: FOI BG, 2006. � June.

[10] de Bruijn N. G. A combinatorial problem // Koninklijke Nederlandsche Akademie van Wetenschappen. �

Vol. 49. � 1946.

[11] Knuth D. E. Seminumerical Algorithms. � Second edition. � Reading, Massachusetts: Addison-Wesley, 1981. �

10 January. � Vol. 2 of The Art of Computer Programming.

[12] Ukkonen E. Approximate string-matching with q-grams and maximal matches // Theor. Comput. Sci.� 1992. �

Vol. 92, no. 1. � Pp. 191�211.

[13] Borodin A., Ostrovsky R., Rabani Y. Lower bounds for high dimensional nearest neighbor search and related

problems // Proceedings of 31-st annual ACM STOC. � 1999. � Pp. 312�321.

[14] Kushilevitz E., Ostrovsky R., Rabani Y. E�cient search for approximate nearest neighbor in high dimensional

spaces // Proc. of 30th STOC. � 1998. � Pp. 614�623.

[15] Indyk P., Motwani R. Approximate nearest neighbors: towards removing the curse of dimensionality // STOC

'98: Proceedings of the thirtieth annual ACM symposium on Theory of computing. � New York, NY, USA: ACM

Press, 1998. � Pp. 604�613.

[16] Locality-sensitive hashing scheme based on p-stable distributions / M. Datar, N. Immorlica, P. Indyk,

V. Mirrokni // Twentieth annual symposium on Computational geometry. � Brooklyn, New York, USA: 2004. �

Pp. 253�262.

[17] Nolan J. An introduction to stable distributions. � http://academic2.american.edu/~jpnolan/stable/

chap1.pdf.

[18] Gionis A., Indyk P., Motwani R. Similarity search in high dimensions via hashing // VLDB '99: Proceedings

of the 25th International Conference on Very Large Data Bases. � San Francisco, CA, USA: Morgan Kaufmann

Publishers Inc., 1999. � Pp. 518�529.

[19] D.A. R. Representation and processing of structures with binary sparse distributed codes // IEEE Transactions

on Knowledge and Data Engineering. � 2001. � Vol. 13, no. 2. � Pp. 261�276.

[20] Approximating edit distance e�ciently / Z. Bar-Yossef, T. S. Jayram, R. Krauthgamer, R. Kumar // 45th Annual

IEEE Symposium on Foundations of Computer Science. � IEEE, 2004. �October. � Pp. 550�559.

Â ïå÷àòü
Íà ïåðåâîä íà àíãëèéñêèé àçûê ñîãëàñåí

27

http://academic2.american.edu/~jpnolan/stable/chap1.pdf
http://academic2.american.edu/~jpnolan/stable/chap1.pdf

	   
	      
	      l1
	        
	  -NN     
	  -NN   LSH  1- 

	

