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Intervalle in R

Abgeschlossenes Intervall in R: [a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}

Offenes Intervall in R: (a, b) = {x ∈ R|a < x < b}
Halboffenes Intervall in R:

(a, b] = {x ∈ R|a < x ≤ b}
[a, b) = {x ∈ R|a ≤ x < b}

Linksseitig unendliches Intervall:

Abgeschlossen: (−∞, a] = {x ∈ R|x ≤ a}
Offen: (−∞, a) = {x ∈ R|x < a}

Rechtsseitig unendliches Intervall:

Abgeschlossen: [a,∞) = {x ∈ R|x ≥ a}
Offen: (a,∞) = {x ∈ R|x > a}
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Differentialrechnung

Differentialrechnung

Berechnung von lokalen Veränderungen von Funktionen

Differenzierbarkeit

Eine Funktion f : (a, b)→ R, die ein offenes Intervall (a, b) auf die
reellen Zahlen abbildet, heißt differenzierbar an der Stelle x0, falls:

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

existiert.

Dieser Limes heißt “Ableitung von f nach x an der Stelle x0”.

Ableitung kann durch ein h = ε approximiert werden.

Man scheibt auch f ′(x0) oder df (x)
dx f (x0)
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Differentialrechnung

Oft lässt sich Ableitung allgemein für den gesamten
Definitionsbereich von f ausdrücken:

f (x) = sin(x)

⇒ f ′(x) = cos(x)
g(x) = 1

2x
2 ⇒ g ′(x) = x
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Rechenregeln für Ableitungen:

Konstanten: (a)′ = 0

Faktorregel: (a · f (x))′ = a · f (x)′

Summenregel: (g(x)± h(x))′ = g ′(x)± h′(x)
Produktregel: (g(x) · h(x))′ = g ′(x) · h(x) + g(x) · h′(x)

Quotientenregel: ( g(x)
h(x) )′ = g ′(x)h(x)−g(x)h′(x)

h2(x)

Reziprokenregel: ( 1
h(x) )′ = −h′(x)

h2(x)

Produktregel: (xn)′ = nxn−1

Kettenregel: (g ◦ h)′(x) = g(h(x))′ = g ′(h(x)) · h′(x)

Vorsicht: Im allgemeinen f 2(x) 6= f (x2)
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Differentialrechnung und Optimierungstheorie

Bestimmung von Extremwerten

Besitzt eine Funktion f : (a, b)→ R mit (a, b) ⊂ R in einem Punkt
x0 ∈ (a, b) ihren größen Wert, also wenn gillt:

∀x ∈ (a, b) : f (x0) ≥ f (x)

und f ist in x0 differenzierbar, so gillt:

f ′(x0) = 0

Wenn f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) > 0, ist x0 ein lokales/relatives Minimum

Wenn f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) < 0, ist x0 ein lokales/relatives Maximum

Bei f ′′(x0) = 0 geben möglicherweise Ableitungen höherer, gerader
Ordnung Auskunft
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Stetigkeit (für Funktionen auf Definitionsbereich D ⊆ R)

Eine Funktion f : D ⊆ R→ R heißt stetig im Punkt x0 ∈ D, wenn es zu jedem
ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass gilt:

∀x ∈ D : |x − x0| < δ ⇒ |f (x)− f (x0)| < ε

Wenn f für alle x ∈ D stetig ist, so spricht man von einer stetigen
Funktion auf D

Lipschitz-Stetigkeit (für Funktionen auf Definitionsbereich D ⊆ R)

Eine Funktion f : D ⊆ R→ R heißt Lipschitz-stetig auf D, wenn es eine
Konstante L ∈ R gibt, so dass:

x0 ∈ D, x1 ∈ D ⇒ |f (x0)− f (x1)| ≤ L|x0 − x1|
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Fundamentalsatz der Analysis:

Sei f : [a, b]→ R eine reellwertige, stetige Funktion auf dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] ⊆ R so ist für alle x0 ∈ [a, b] die Integralfunktion

F [a, b]→ R

mit F (x) =
∫ x

x0
f (x)dx

differenzierbar und eine Stammfunktion von f , d.h.:

∀x ∈ [a, b] = F ′(x) = f (x)

und es gilt die Newton-Leibniz-Formel:∫ b

a

f (x)dx = F (b)− F (a)

Es existieren zahlreiche Verallgemeinerungen des Fundamentalsatz der
Analysis auf andere Arten von Funktionen
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Riemann-Integrale

Fundamentalsatz der Analysis führt Integration als “inverse”
Operation zur Ableitung ein

∫ b
a f (x)dx kann als Fläche zwischen f (x) und der x-Achse

zwischen a und b aufgefasst werden
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Vektorräume

Vektorräume sind Mengen von (Zahlen-) Tupeln, sogenannten
Vektoren, für die bestimmte Operationen definiert sind

Vektoren im allgemeinen haben zwei Eigenschaften: Eine
“Richtung” und eine “Länge”

Variablen für Vektoren werden gelegentlich mit einem
Pfeil-Superskript geschieben (im Folgenden aber nicht):

~v = (4, 3, 7)

Auch unser intuitives menschliches Raumverständnis lässt sich
als Vektorrum darstellen: dem Vektorrum (R3,+, ·)

+ ist die Vektoraddition
· ist die Skalarmultiplikation

Definition von Vektorräumen lässt sich auch allgemeiner fassen
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Definition von Vektorräumen lässt sich auch allgemeiner fassen

12 / 33



Inhalt Differentialrechnung Stetigkeit Fundamentalsatz der Analysis Riemann-Integral Vektorräume Normen Skalarprodukt Partielle Ableitung Gradient Jacobi-Matrix
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als Vektorrum darstellen: dem Vektorrum (R3,+, ·)

+ ist die Vektoraddition
· ist die Skalarmultiplikation
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Vektorraum: Formale Definition

Es seien

V eine Menge,

(K ,+, ·) ein Körper,

⊕ : V × V → V eine Abbildung, genannt Vektoraddition,

� : K × V → V eine Abbildung, genannt Skalarmultiplikation

dann ist (V ,⊕,�) ein Vektorraum über dem Körper K , wenn folgende
Eigenschaften erfüllt sind:
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13 / 33



Inhalt Differentialrechnung Stetigkeit Fundamentalsatz der Analysis Riemann-Integral Vektorräume Normen Skalarprodukt Partielle Ableitung Gradient Jacobi-Matrix
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Vektorräume

Vektorraum: Formale Definition

Für die Vektoraddition ⊕:

(u ⊕ v)⊕ w = u ⊕ (v ⊕ w) (Assoziativität)

∃v0 : ∀u ∈ V : v0 ⊕ u = u ⊕ v0 = u (neurales Element)
∀u ∈ V : ∃(−u) : u ⊕ (−u) = (−u)⊕ u = v0 (inverses
Element)
u ⊕ v = v ⊕ u (Kommutativität)

Für die Skalarmultiplikation �:

a� (u ⊕ v) = (a� u)⊕ (a� v) (� distribuiert über ⊕)
(a + b)� v = (a� v)⊕ (b � v)
(a · b)� v = a� (b � v)
∃a1 ∈ K : a1 � v = v (neutrales “Einserelement”)
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Vektorräume

Geometrische Interpretationen der Vektoraddition und der
Skalarmultiplikation

15 / 33



Inhalt Differentialrechnung Stetigkeit Fundamentalsatz der Analysis Riemann-Integral Vektorräume Normen Skalarprodukt Partielle Ableitung Gradient Jacobi-Matrix
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Vektorräume
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Intuitiv leicht vorstellbare Vektorräume:
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Intuitiv leicht vorstellbare Vektorräume:
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Da sie das “natürlichste” Norm auf Rn darstellt, wird die euklidische
Norm häufig auch nur durch ||x || abgekürzt
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Normen von Vektoren

Kein eindeutiges Konzept einer “Länge” eines Vektors
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Koordinatensystem
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Graphen von Funktionen der Form Rn → R

f (x , y) = x2 + y2

Abbildung: Elliptisches Paraboloid. Quelle: Wolfram Alpha:
https://www.wolframalpha.com/input/?i=f(x,y)+%3D+x%5E2++%2B+y%5E2
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Ableitungen von Funktionen der Form Rn → R

Partielle Ableitung in einem Punkt

Sei U eine offene Teilmenge des euklidischen Raums Rn und
f : U → R eine Funktion. Sei a = (a1, ..., an) ein Element in in U.
Falls für i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n der Grenzwert

∂f

∂xi
(a) := lim

h→0

f (a1, ..., ai + h, ..., an)− f (a1, ..., ai , ...an)

h

existiert, so nennt man ihn die Ableitung von f nach xi im Punkt a.

Ableitung einer Funktion mit mehreren Argumenten nach einem ihrer
Argumente

falls Grenzwert existiert, ist f partiell differenzierbar in a

auch partielle Ableitungen lassen sich oft als Funktion von a angeben
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Ableitungen von Funktionen der Form Rn → R

Gradient in einem Punkt und Gradientenfeld

Sei U eine offene Teilmenge des euklidischen Raums Rn und
f : U → R eine Funktion. Sei a = (a1, ..., an) ein Element in in U.
Wenn für alle i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n ∂f

∂xi
(a) existiert, so heißt der Vektor:

∇f (a) = (
∂f

∂x1
(a), ...,

∂f

∂xn
(a))

der Gradient von f im Punkt a

Gradient gibt die Richtung und Größe der “maximalen Steigung” der
durch f definierten (Hyper-)fläche im Punkt a an.

Der Gradient lässt sich allgemein oft als Vektorfeld der Form
∇f = ( ∂f

∂x1
, ..., ∂f

∂xn
) ausdrücken.
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Der Gradient lässt sich allgemein oft als Vektorfeld der Form
∇f = ( ∂f

∂x1
, ..., ∂f

∂xn
) ausdrücken.

26 / 33



Inhalt Differentialrechnung Stetigkeit Fundamentalsatz der Analysis Riemann-Integral Vektorräume Normen Skalarprodukt Partielle Ableitung Gradient Jacobi-Matrix
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Ableitungen von Funktionen der Form Rn → R

Gradient in einem Punkt und Gradientenfeld

Beispiel
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Ableitungen von Funktionen der Form Rn → R

Abbildung: Hyperfläche (blau) und Gradientenfeld (rot) von
f : R2 → R : f (x , y) = −(cos2(x) + cos2(y))2 : Quelle: Wikimedia Commons,
https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient#/media/File:Gradient_Visual.svg
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Matrizen

m × n-Matrix (Definition)

Rechteckige Andordnung von (mathematischen) Objekten in m
Zeilen und n Spalten.

a =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn



aij bezeichnet das das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte

Allgemein sind Matrizen Tensoren zweiter Ordnung

Vektoren sind Tensoren erster Ordnung

Skalare sind Tensoren nullter Ordnung

29 / 33



Inhalt Differentialrechnung Stetigkeit Fundamentalsatz der Analysis Riemann-Integral Vektorräume Normen Skalarprodukt Partielle Ableitung Gradient Jacobi-Matrix
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Ableitungen von Funktionen der Form Rn → Rm

Jacobi-Matrix

Sei f : U ⊂ Rn → Rm eine Funktion, deren partielle Ableitungen
alle existieren, mit den Komponentenfunktionen f := (f1, ..., fm).
Seien x := (x1, ..., xn) Koordinaten in Rn: Dann ist die
Jacobi-Matrix für Punkt a ∈ U definiert durch:

Jf (a) =


∂f1
∂x1

a ∂f1
∂x2

a ... ∂f1
∂xn

a
...

...
. . .

...
∂fm
∂x1

a ∂fm
∂x2

a ... ∂fm
∂xn

a
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Noch Fragen?
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Weiterführende Literatur

Klaus Jänich, Lineare Algebra, Springer, 2017. Kapitel 2 und 8
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Vielen Dank für die Aufmerksamkeit!
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