Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeit

Mathematische Grundlagen der
Computerlinguistik

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie -
Wahrscheinlichkeitsraume

Michael Staniek

ICL, Universitat Heidelberg, SoSe 2018

05.06.2019



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkei

Inhalte der heutigen Vorlesung

Wahrscheinlichkeit als Begriff
Wahrscheinlichkeitsraume

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Zufallsvariablen
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktionen
Erwartungswert und Varianz

Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Gleichheitsbegriffe fiir Zufallsvariablen

Gesetz der groBen Zahlen



Inhalt  Wahrscheinlichkeit Wahrsche

Wahrscheinlichkeit

m Warum brauchen wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit in der
Wissenschaft?



Inhalt  Wahrscheinlichkeit W cheinlichkeitsrdume scheinlichkeitsverteilu 1 Zufallsvariablen Wahrsc

Wahrscheinlichkeit

m Warum brauchen wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit in der
Wissenschaft?

m Mathematische Modellierung von Nichtdeterminismus



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zufallsvariablen Wahrscheinlichkei

Wahrscheinlichkeit

m Warum brauchen wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit in der
Wissenschaft?

m Mathematische Modellierung von Nichtdeterminismus

m Deterministisches System: Zustand n + 1 oder n + ¢ hangt
vollstandig von Zustand n ab



Inhalt  Wahrscheinlichkeit \\ cheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?



Inhalt  Wahrscheinlichkeit Wahrsche

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen



Inhalt  Wahrscheinlichkeit Wahrsche

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen

m Deterministisches Universum?



Inhalt Wahrscheinlichkeit W cheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wa

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen
m Deterministisches Universum?
m Epistemischer Nichtdeterminismus:
m Deterministisches System mit sehr groBer Anzahl von Variablen



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsrz iskrete Wahrscheinlichk eilungen Zufallsvariablen Wahrsch

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen

m Deterministisches Universum?
m Epistemischer Nichtdeterminismus:

m Deterministisches System mit sehr groBer Anzahl von Variablen
m Chaotisches System:
m Beliebig kleine Anderungen im Zustand n — e erzeugen
moglicherweise groBe Veranderungen in Zustand n und in
spateren Zustdnden



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichk erteilungen Zufallsvariablen Wahrsch

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen

m Deterministisches Universum?
m Epistemischer Nichtdeterminismus:

m Deterministisches System mit sehr groBer Anzahl von Variablen
m Chaotisches System:

m Beliebig kleine Anderungen im Zustand n — e erzeugen
moglicherweise groBe Veranderungen in Zustand n und in
spateren Zustdnden

m Initialzustand nie hinreichend genau messbar, um fiir beliebige
Zustande in der Zukunft Vorhersagen zu treffen



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichk erteilungen Zufallsvariablen Wahrsch

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen

m Deterministisches Universum?

m Epistemischer Nichtdeterminismus:
m Deterministisches System mit sehr groBer Anzahl von Variablen
m Chaotisches System:

m Beliebig kleine Anderungen im Zustand n — e erzeugen
moglicherweise groBe Veranderungen in Zustand n und in
spateren Zustdnden

m Initialzustand nie hinreichend genau messbar, um fiir beliebige
Zustande in der Zukunft Vorhersagen zu treffen

m Ontologischer Nichtdeterminismus:



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichk erteilungen Zufallsvariablen Wahrsch

Wahrscheinlichkeit

m Wann ist ein System “nichtdeterministisch” ?

m Methodischer Naturalismus: Kausal geschlossenes Universum
wird gewdhnlich angenommen

m Deterministisches Universum?

m Epistemischer Nichtdeterminismus:
m Deterministisches System mit sehr groBer Anzahl von Variablen
m Chaotisches System:

m Beliebig kleine Anderungen im Zustand n — e erzeugen
moglicherweise groBe Veranderungen in Zustand n und in
spateren Zustdnden

m Initialzustand nie hinreichend genau messbar, um fiir beliebige
Zustande in der Zukunft Vorhersagen zu treffen

m Ontologischer Nichtdeterminismus:
m Quantenmechanik?



Inhalt  Wahrscheinlichkeit W cheinlichkeitsrdume scheinlichkeitsverteilu 1 Zufallsvariablen Wahrsc

Wahrscheinlichkeit

m Schlussfolgerung: Das Verhalten bestimmter Systeme ldsst
sich mit “realistisch erreichbarem” Wissen nicht mit absoluter
Sicherheit voraussagen



Inhalt Wahrscheinlichkeit W cheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wa

Wahrscheinlichkeit

m Schlussfolgerung: Das Verhalten bestimmter Systeme ldsst
sich mit “realistisch erreichbarem” Wissen nicht mit absoluter
Sicherheit voraussagen

m Gefragt ist mathematischer Formalismus um “nicht-absolute”
Voraussagen auszudriicken

40



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsrz iskrete Wahrscheinlichk eilungen Zufallsvariablen Wahrsch

Wahrscheinlichkeit

m Schlussfolgerung: Das Verhalten bestimmter Systeme ldsst
sich mit “realistisch erreichbarem” Wissen nicht mit absoluter
Sicherheit voraussagen

m Gefragt ist mathematischer Formalismus um “nicht-absolute”
Voraussagen auszudriicken

m Formalismus sollte dabei helfen, den Grad unseres Wissens
oder Nichtwissens iiber das Verhalten eines Systems
auszudriicken



Inhalt  Wahrscheinlichkeit Wahrsche

Wahrscheinlichkeit

m Anforderungen an einen Wahrscheinlichkeitsbegriff

m Wahrscheinlichkeit soll Einzelereignissen oder Mengen von
Ereignissen zugewiesen werden

6 /40



Inhalt Wahrscheinlichkeit W cheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wa

Wahrscheinlichkeit

m Anforderungen an einen Wahrscheinlichkeitsbegriff
m Wahrscheinlichkeit soll Einzelereignissen oder Mengen von
Ereignissen zugewiesen werden
m Wahrscheinlichkeit sollte zwischen 1 (tritt sicher ein) und 0
(tritt sicher nicht ein) liegen

6 /40



Inhalt Wahrscheinlichkeit W cheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wa

Wahrscheinlichkeit

m Anforderungen an einen Wahrscheinlichkeitsbegriff

m Wahrscheinlichkeit soll Einzelereignissen oder Mengen von
Ereignissen zugewiesen werden

m Wahrscheinlichkeit sollte zwischen 1 (tritt sicher ein) und 0
(tritt sicher nicht ein) liegen

m Wahrscheinlichkeiten fiir Alternativereignisse sollten
summieren, wenn eine der beiden Alternativen oder keine, aber
nicht beide eintreten kdnnen

6

40



nlichkeitsverteilu 1 Zufallsvariablen Wahrsc

Wahrscheinlichkeitsraume

Wahrscheinlichkeitsraum: Beispiel

{ }
1.2.3
{}

11} 1123 {1.3}
{2}/ {3} {2,3}

Q={123} 0 Y% % % 1
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Probability-measure.svg

Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeit

WabhrscheinlichkeitsmaBe: “So einfach wie méglich, so
komplex wie notig”

m Das WabhrscheinlichkeitsmaBB oder auch Wahrscheinlichkeitsverteilung P
ordnet Kombinationen von Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu



Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeit

Inhalt  Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume

WabhrscheinlichkeitsmaBe: “So einfach wie méglich, so
komplex wie notig”

m Das WabhrscheinlichkeitsmaBB oder auch Wahrscheinlichkeitsverteilung P
ordnet Kombinationen von Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu

m Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen beliebig spezifiziert werden, etwa
durch eine Tabelle



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeit

WabhrscheinlichkeitsmaBe: “So einfach wie méglich, so
komplex wie notig”

m Das WabhrscheinlichkeitsmaBB oder auch Wahrscheinlichkeitsverteilung P
ordnet Kombinationen von Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu

m Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen beliebig spezifiziert werden, etwa
durch eine Tabelle

m Oft sind jedoch weitere Eigenschaften des zu modellierenden Phdnomens
bekannt



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlic

WabhrscheinlichkeitsmaBe: “So einfach wie méglich, so
komplex wie notig”

m Das WabhrscheinlichkeitsmaBB oder auch Wahrscheinlichkeitsverteilung P
ordnet Kombinationen von Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu

m Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen beliebig spezifiziert werden, etwa
durch eine Tabelle

m Oft sind jedoch weitere Eigenschaften des zu modellierenden Phdnomens
bekannt

m In vielen Féllen empfiehlt es sich, Systeme durch einfache
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit wenigen Parametern zu modellieren

B AuBer bei sehr groBen Datenmengen fiihrt dies oft zu besseren
Ergebnissen



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen

WabhrscheinlichkeitsmaBe: “So einfach wie méglich, so
komplex wie notig”

m Das WabhrscheinlichkeitsmaBB oder auch Wahrscheinlichkeitsverteilung P
ordnet Kombinationen von Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu

m Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen beliebig spezifiziert werden, etwa
durch eine Tabelle

m Oft sind jedoch weitere Eigenschaften des zu modellierenden Phdnomens
bekannt

m In vielen Féllen empfiehlt es sich, Systeme durch einfache
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit wenigen Parametern zu modellieren

B AuBer bei sehr groBen Datenmengen fiihrt dies oft zu besseren
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m In erster Ndherung gilt: Je komplexer ein statistisches Modell und je
mehr freie Parameter es besitzt, desto mehr Daten werden bendtigt,
um damit gute Vorhersagen treffen zu konnen
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m Beispiel: Miinzwurf ist ein “Bernoulli-Experiment”
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Abblldung: Binomial-Verteilungen mit verschiedenen Parameterkonfigurationen. Quelle: Wikimedia
Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Binomial_distribution_pmf.svg
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Abblldung: Poissonverteilungen mit verschiedenen Parameterwerten. Quelle: Wikimedia Commons:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Poisson_pmf.svg
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Ereignissen in Q bzw. Mengen von Ereignissen in F
Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen

m Oft lassen sich so Verteilungen einzelner GréBen gut direkt
modellieren

m In bestimmten Fallen ist es jedoch nicht praktikabel oder

wiinschenswert, ZufallsgroBen direkt als
WabhrscheinlichkeitsmaB auf einem Ergebnisraum darzustellen

m Insbesondere wird ein Formalismus bendtigt, um
Transformationen von und Zusammenhange zwischen
ZufallsgroBen darzustellen
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Zufallsvariable X mit Px(x) = §,x € {1,...,6}
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m Konkret ist die Verteilung Py dann also gegeben durch:

B Py({2}) = Px({w € {1,..,6} : Y(w) € {2}}) = Px({1,2})
B Py({4}) = Px({w € {1,....6} : Y(w) € {4}}) = Px({4}) =
m Py({6}) = Px({w € {L,....6} : Y(w) € {6}}) = Px({3,6})

B Py({10}) = Px({w € {1,...,6} : Y(w) € {10}}) = Px({5}) =

I o= ||

1
3
1
6

21 /40



Inhalt Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeitsraume Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen: Ein einfaches Beispiel

m Konkret ist die Verteilung Py dann also gegeben durch:
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m Py({10}) = Px({w € {1,...,6} : Y(w) € {10}}) = Px({5}) = 3
B Py({2,4}) = Pv({2}) + Py({4}) etc. (ergibt sich aus o-Additivitat
von Py)
m Statt Py(A’) wird auch oft die Schreibweise P(Y = y)
verwendet, wobei A’ die Ereignisse in ' enthilt, bei denen Y
den Wert y annimmt
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Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xy, A € A ist
gegeben durch:

P(Xy, € A’Al, e Xy, € A’m) =

P({weQ: X\ (w) € A'/\l, e Xy, (W) € A')\m}),
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Falls die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xy, A € A
faktorisiert, das heiBt, wenn gilt:
P(Xx, € Ay, ..; Xo, € AY,) =
P({w e Q: Xy, (w) € Ay, ... Xo,(w) € A }) =
P({wl eQ: X)\l(wl) € Al)\l}) D P({wm cQ: X,\m(wm) € Al)\m}),
{1, ., Am} C /\,A')\1 € ]-"f\l, oAy, €F\ ,meN

werden die Zufallsvariablen Xy, A € A unabhingig genannt.
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m Fir Q = R kann das Integral als Riemann-Integral aufgefasst werden
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Sei (R, B(R), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P die
Verteilung der reellwertigen Zufallsvariable X sei. Eine Funktion
f : R — [0, 00) heiBt Wahrscheinlichkeitsdichte von X, falls gilt:

b
P(agXSb):/ F(x)dx, a, b € R
a

m Fir Q = R kann das Integral als Riemann-Integral aufgefasst werden
m Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen kénnen jedoch auf beliebigen
messbaren Raumen definiert werden

m Dann muss das Integral als Lebesgue-Integral aufgefasst
werden

m Man spricht deshalb bei kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
im Allgemeinen von WahrscheinlichkeitsmaBen mit einer Dichte beziiglich
des Lebesgue-MaBes
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Exponentialverteilung

m Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion beziiglich des
Lebesgue-MaBes auf messbarem Raum (R, B(R))

m Parameter: A > 0,e R

e >0
f)=4"¢ " *=
0, x <0
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Exponentialverteilung

m Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion beziiglich des
Lebesgue-MaBes auf messbarem Raum (R, B(R))
m Parameter: A > 0,e R

e >0
f)=4"¢ " *=
0, x <0

m Anwendung: Genaue Wartezeit auf ein zufalliges Ereignis in
kontinuierlicher Zeit
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Exponentialverteilung

Exponentialverteilungen: Beispiele

Exp()

Abblldung: Exponentialverteilungen mit verschiedenen Parameterwerten. Quelle: Wikimedia Commons:
https://de.wikipedia.org/wiki/Exponentialverteilung#/media/File:ExpDichteF.svg
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m Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion beziiglich des
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m keine freien Parameter

o) = {1, x € [0,1]

0 sonst
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m Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion beziiglich des
Lebesgue-MaBes auf messbarem Raum ([0, 1], B([0, 1]))

m keine freien Parameter

) = {1, x €[0,1]

0 sonst

m Anwendung: “Zufallszahl” € R zwischen 0 und 1
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Fast-sichere Gleichheit von Zufallsvariablen

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum Xp und Xi Zufallsvariablen auf dem
messbaren Raum (', F'):

| XoIQ—>Q,
B X Q=
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Fast-sichere Gleichheit von Zufallsvariablen

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum Xp und Xi Zufallsvariablen auf dem
messbaren Raum (', F'):

| XoIQ—>Q,
E Xi:Q—>Q

Xo und X sind fast-sicher gleich, wenn gilt:

Xo Z X112 P(Xo=X1)=1

m Statt == (“almost surely equal”) wird auch gelegentlich die Schreibweise

fs. (“fast sicher gleich”) verwendet
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Gesetz der groBen Zahlen

Das sogenannte starke Gesetz der groBen Zahlen besagt, dass fiir die Folge von
reellwertigen, paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen Xi, X5, ... auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit E[X?] < oo, k € N gilt:
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Zufallsvariablen Wa

e Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Inhalt

Gesetz der groBen Zahlen

Das sogenannte starke Gesetz der groBen Zahlen besagt, dass fiir die Folge von
reellwertigen, paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen Xi, X5, ... auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit E[X?] < oo, k € N gilt:

i — XN:(Xk —E[Xd) =0

m “Paarweise unkorreliert” bedeutet, dass Cov(Xk, X;) = 0 fiir
k# Ik, 1 eN

m Bedeutung des Gesetz der groBen Zahlen: Die Summe der Abweichungen
der Zufallsvariablen Xj, Xz, ... von ihren Erwartungswerten konvergiert
gegen 0, falls sie die obgen genannten Bedingungen erfiillen
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Noch Fragen?
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Weiterfuihrende Literatur

I
Karl Qelschlager, Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und
die Statistik, Vorlesungsskript, Universitat Heidelberg, 2016.

Kapitel 2, 3, 6 und 7.
http://www.math.uni-heidelberg.de/studinfo/
oelschlaeger/Einf_WTheorie_Statistik_SS_18/
Einf.WTheorie.Statistik.Skript.SS_16.pdf
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|
Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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